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> Die vier in^diesem Uten .Hefte der acade« 
mischen Schriften Pfleiderer's enth^henen 
J^bhandlungen sin^: 

_ I. Die im Js^re 1782. als Dissertation in.lar 
teiiüscher Sprache unter dem Titel Expositio et 
dilucidatio Libri quinti Elementorum Eur 
clldis. ParsL erschienene Abhandlung, ins Deut- 
sche übersetzt, ^welche ungefähr die Hälfte der Lehr- 
sätie des V. Buches commentirt: deren Pars JI« 
aber weder im Druck erschienen ist, noch in den 
Nachlässen Pfleiderers ausgearbeitet existirU 

II. Die von Hm* Ephorus Ha üb er i|n Jahre 
1793. fiir den Z^eck seiner academischen Promotion 
verfalste upid vertheidigte Dissertation: Proposi- 
tionum de rationibus inter se diy:ersis der 
monstrationes,^ ex solis Libri V*Elqmento-' 
rum definitionibus ac propositionibus de« 
ductae, ins Deutsche übersetzt Da in nr. 1. die 
Sätze von Ungleichheit der Verhältnisse nicht be- 
rührt sind, so hat der Hr. Verfasser die Aufnahme 



meiner Abhandlung nicht nur erlaubt, sondern auch sWih 

angerathen und dabei erklärt : « dafe Pfleiderer eineii .\ei^ 

gro&en Antheil an deren Abfassung gehabt habe»* {jj^ , 

Jn Jedent. Fall. dürfte *au€h ohne diesen Beisatz die ^yj 

Aufnahme dieser, im Sinn ftn4 Geist Pfleiderers jib- ^^^ 

gefalsten Abhandlung ajs einer, zu den Pfleiderer - ^^^^ 

scken Bearbeitungen der Elemente gehörigen und ig^'^ 

dieselben ergänzehdön Miaqographie über di6' ixtih -^j^^ii 

gleichen Verhältnisse, unter die academischen Scnrifc n»^ 

ten Pfleiderers, hinlänglich gerechtfertigt erscheinen, 5 ^^ 

m, Der in Hindenburgs Archiv der reinen -^ 

■ 

vnd angewandten Mathepaatik Band IL 1 798. fleft j^ ^^ 

7rU. 8^ unter demTilel: Peduqtioii der Eucili- ßig 

dischen PefinitJonen 5, 4t 6. 7t des V^ Buches 4;^^ 

der Elemente, in deutscher Spr?iche erschienene ^^ 

Aufsatz, dessen Aufnahm? unter die acäd. Schriften '^ 

Pfleiderers theils der Vollständigkeit der Materie "wegen,- ^^ 

theils auch aus dem Grunde nicht wohl umgangen ^j^ 

werden konnte: weil namentlich dem jüngeren Theile ^ 

des Publicum^, fiir welches die Pfleiderer sehen Schrift ^ 

§ 

%en von Interesse gind, das Hindenbnrg'sche Archiv ^^ 

nicht zu Gebot stehen dürfte. Die Bemerkung selbst, j^ 

mitr weicher Hindenhui^ diesen Aufsatz begleitet hat, j^ 
lann den Herausgeber über dessen Wiederabdruck 

unter den acad. Schriften rechtfertigen : « Dieser j 
K lehrreiche Aufeatz ist eine Revision und Ergänzung 



Vorwort/ xvii 

«eines Theils. der lateinischen . Dissertation des 
,Hm. Verfassers über ^^as V. Buch der Elemente** 
(der Elxp. et diluc. Libn Vi El« Eucl.) «imd ist 
izum Tlieil durch die Emeurung der Klagen über 
uUndeutliclileit, Schwierigkeit und Unrichtigkeit der 
vEuclidischen Lehre von Verhältnissen und Propor- 
«tionen in Hm. Prof. Büschs Encyclop^die 
ftde r mathematisch en Wissens chaften^HHam- 
Wrg. 1795. S» 5i. u. Anhang) «veranlafst wordein, 
«Hier werden die blos scheinbaren Schwierig-* 
fc keilen gründlich gehoben^ ohne jette Dissertation 
«dabei nöthig zu haben« ^' 

Die Abhandlung nr. IV. ist eine, von Pfleidercr 
i^och im Jahre 1817« abgefaiste, das V. Buch im Gan^ 
^n umfassende Bearbeitung, welche sich unter de^i 
Nachlassen Pfleiderers schon völlig in*der Form ausge-» 
arbeitet vorfand, in welcher sie hier erscheint, und 
als Ergänzung und mehr summarische Zusammen«' 
fassung dessen, was in nr. I. u« IL enthalten war. 
Und zugleich als Supplement von Pars IL des Auf- 
satzes nr. L, durch Hm. Ephorus Hauber aus dem 
ihm zu Händen stehenden Nachlafs Pfleiderers für 

V 

den Druck mitgetheilt worden ist. 

Obgleich unverkennbar ist, dafs in diesen vier 
Abhandlungen manche Erläuterungen über die Lehre 
von den Verhältnissen und Proportionen mehr als ein- 
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V o r nr o r t.« 



mal, und zum Theil 'wörtlich' ■wiederkelrfen , wie 
z. B. namendich in nr. IV. Vieles in nr. I., das IV^eiste 
in nr. II , und Manches in nr. III. Enthaltene ; so muiste 
docji vermöge der Absicht der Verlagshandlung, die 
Aoademischen Schriften Pfleiderers in deutscher Spra«-, 
che herauszugeben, eine, in sinderer Beziehung als 
•wunschenswerther denkbare, der gleichförmigen und 
umfassenden Bearbeitung des II. und VI. Buches der 
Elemente analoge^ di^ Sätze-' des V, Buches im Cian- 
zen . umfassende Ueberarbeitung der vier hier mitge- 
theilten Abhandlungen über das V. Buch der Ele- 
mente von fremder Hand, als unzuläfsig erscheinen : 
ssumal da jede dieser Abhandlungen ein in sich ab- 
geschlossenes Ganzes bildet, und das Eigenthümliche 
der Darstellung und Beweisführung in denselben 
auf diese Art mehr oder weniger verloi^en gegangen 
•^äre. Daher auch i hier, wie in dem ersten He^e, 
dem : angenommenen Plane gemäis nichts geändert 
wurde; und die Arbeiten Pfleiderers so gegeben sind,i 
.wie sie von seiner Band abgefafst : vi^orden waren^ 

Im May 1827. 

Der Herausgeber, 

Professor Plieninger 

^ in Stuttgart* 
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I. Erläuterungen 



Euclid's Elementen; 

Fünftes B,uch* 
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§. !• Definition I. Maii sagt: eine kleinere Grör$e 
inesse eine gröFsere, wenn die kleinere, etlichemal ^ie- 
derholt, die gröfsere genau hervorbringt, oder eine der 
gröfseren gleiche Grölse gibt ; oder wenn die gröraere 
die kleinere genau etlichemal enthält. 

Und eine kleinere GrÖfse C heilst, das gemein- 
schaftliche Mafs zweier gröfseren A und £, wenn C 
beide gröfseren, ^und B^ mifst; das ist, wenii die Grofse ^ 
C etliche- und zwar yerschiedenemal wiederholt die bei- 
den A und B genau hervorbringt, oder beiden gleiche 

Gröfsen gi^'^«. . , , : . . 

g. 2. j) ef inition II. Sind zwei ungleiche Gröfsen ge-^ 
geben, wovon die kleinere die gröfseve mifst; so heifst die 
gröfsere ein Vielfaches oder eine, vielfache {muU 
Üplcx y mdliipla) der kleineren; ,die kleinere ein Theil 
(^pars) oder eiiie theilviel fache {submultiplä) der 
gröfseren. ^ , 

Ein solcher Theil koipmt demnach heraus, wenn 
man eine Gröfse in irgend eine Anzahl gleicher Theile 
theilt. Diese nennt man auch aliquote Theile (par'^ 
ies aliquotae)y und unterscheidet sie von aliquanten 
Theilen (par/es cdiguantae)^ welche letzteren die Gröfse 
selbst nicht messen, sondern aus der Summe etlicher 
ihrer aliquoten Theile zusammengesetzt sind. Euclidl 
unterscheidet in ß. VII. u. fgg. die aliquoten von deii 
aliquanten Theilcn so, dafs er die ersteren schlechtweg 
^inen Theil ipBrs)^ die letzteren Theile (partes) nennt; 

Pßtidcren äead. SckrißcH. * ^ 
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$.5. Definition Ilt. Zwei Gröfsen A; B heiÄell 
xweier anderen C, D G 1 e i c h t i e 1 f a c he (aeguemultipla^ 
oder neguemultiplices)f wenn die gvöfsere A die kleinere 
C 80 oftmal genau enthält , als B die D enthält ; oder 
wenn die kleinere C genau so oftmal wiederholt werden 
mufs, um eine der gröfseren A gleichre' Grä^fse zu ge«^ 
beu) alsD wiederholt' Verden muiis, um' eine der Groise^ 
B gleiche zu geben. In ebendiesem Fall nennt man 
. auch die Gröfsen C, D gleich-aliquote Theile (par^^ 
tes äequealiquaiae) der i>eiden A^ B. Gleichyielfache aber 
von gleich-aliquoten Theilen zweier Gröfsen nennt man 
gleich-aliquante Th eile (partes aequedliquänide) der 
letzteren. Gleich-aliquote Theile zweier Gröfsen nennt 
Euclid den nämlichen Theil^ {eandem partem) der-» 
selben, gleich-aliquante aber die nämlichen Theild 
(easdem partes). 

§* 4- Grundsatz. Gleicher Gröfsen GleichTiel« 
fache, und sowohl gleich-aliquote, als auch gleich-ali« 
quante Theile sind einander gleich ; ungleicher hinge** 
gcu, ungleich ; die der grc^fseren nämlich, gröfser. Ümf- 
gekchrt" sind. Gröfsen gleich, deren Gleichyielfache, öder 
gleich-aliquote , oder gleich'-aliquante Theile einiitider 
gleich sind; ungleich liingegen, yoii welcheii sie ün- 

Sleich sind; namcnilich ist diejenige Gröfse die gröfsere^ 
eren Gleichyielfache, oder gleich-aliquote, öder gleich«« 
aliquante Theile grÖfser sind. 

$. 5. Satz I. (Euct. Y, 1.) Wenn Gröfsen yon be- 
liebiger Anzahl A^ B, C u. s. w. Von ebenso yielen an-» 
deren^ ihnen gleichartigen, L, ilf , N u* s. W., ie eine d^r 
ersteren yon )e einer der letzteren, Gleichyielfache sind; 
so 'v^erden alle ersteren zusammen • -<^4-J5-f-C-|-ti. s^w* 
yon allön letzteren zusammen lr-{-M-\'N-\- u. s. w. eben- 
so yielfach seyn, wie yielfach. eine der ersteren A ypii 
einer der leiffAevcn L ist. * 

Kurz ausgedrückt: w^enn A -rt 

B=rrM ' 

n. s. \r. 
indem r irgend eine ganze Zahl bezeichnet \. so ist ahc'Il 

dder /'L-f-rM+riV-[- ü. s. w.f ^ ' ' ' 

Beweis, i) Es -besteht nämlich 
A aus r gleichen Theilen, deren jeder s=:ti 
B ^ — — — — M; 

C — — — — — A'^ 

u. s. w. 



und wenii man so jedem dieser rten tlieile der GHSfiie A 
je einfer nen Theil der GröPsen j9, Cu. s. w. addirt, so 
erhält man Sammen^ deren jede=£r^Af-|^iV-}^ii. if;«^. 
ist« Dieser Summen aber, welehcf alle 2a8H|hmeh die 
Summe der Gröfsen -^4-1^4'C4-. «. ä. w. Selbst, gerben^' 
lassen aicH so viele machert, als jede einstehle der letz- 
teren Gröfsen Theile hat, nämlich r. Däherist^-fÄ^^C-f- 

lt. 8. w- =r(l>fM+iV+ u. 8. \^.)- 

2) (F^« i:) Es sejen die Größen Aä^ Bb, ^cGl^i^h-^ 

tlelfache Von den glei4)hartigen Gröfsen X, M, N; jeein^ 

Von einer; das ist^ .>.^-, 

es sejen in u4a eliensoviele Theile ^if, dia, ea, deren jeder =^ 
als in Bb Theile Bf, fg, 2^ sind, deren ied.s=J/; 
und in Cc Theil« Ch, hk, ko sind, eieren jed.£=JV; 
so Verden sowohl Ad-^Bf-^Ch) » i_ . 

als auch 'äe-^fs+hk\:=zL+M+W%iin[t.uQtddi%,). 

und ea-^-go^-^c) 

Demnach sind in d^n Gröfsch Aa\ Bb, Cc zusamm^ngb- 
liommen eben so viele Grolsen enthalten^ dere^ jede dei> 
Summe der Gröfsen L, M, N gleich ist, qIs in jeder 
TOn deh einzeln eii Gröfsen Aa, Bb, Cc öröfsen enthal- 
ten sind, welche beziehungsweise deti ^nt^tltibh L, M] If 
gleich sind; ^ . . .. ; :. ' • ' 

§.6; SchoHon. Auf diesem Satze, weT<;her schöiil 
d^m gemeinen' Menschenverstände leicht begreif}i<^h ist,' 
beruht die gewöhnliehe Prai^is,' einen zusammeiigeis^'tz« 
ten Multiplicaridus mit einem einff^chön Multiplicratöt zvL 
inultipliciren. Wenn man nämiich z. Q. die Zahl^'jZß^. 
inii 8 inültipiiciretiy oder daä Bfschfe der Zahl 7564 n eh- 
inen soll j 66 nimmt man Bmäl zuerst die 4 Einheiten,' 
^odenn.die 6 Zehner, hierauf die 3 Hunderter und end- 
lich die 7 Tausender, jxtiä summirt diese, Sfachen^ 

. g. 7. Satz IL {EubL V,5.) Ebens'o wenn man von zwei, 
gleichartige^ ungleichen GröfsehL, M Gleichyielfache y^, B 
nimmt; so ist der Ueberschufs der einen Gröle A über 
fii^' andere B so vielfach yon dem Ueberschufs derGröfse 
Jt über die andere AI, wie vielfach die gröfsere A votf 
der gröfseren £, 6dtr . die kleiner^; B Yöh der UeU 
iieren M ist. ^ ■ 

Hvtrt ausgedrückt: weiini .A=rLi 

Indeni r wieder eine beliebige gnnz^ Zahl bezeichnete 
«fö istaueh A—B \ ,r ^jr\ 
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-^B.i^.troi«. £ir ist tiämlich ' 

.^ iiL^M)-\-rM=r(L--M+M) i^crm. Satz L% 
daa ist . - : =rXh . 

I 'JFolgUch wird, wenn man beiderdeitd J3 hinw^gnininlt^ 
.',;., r(Ir— ikT) , . =A^B. 

.(f%. 2.) Oder es seyen Aa^ Bb Gleichyielfache von 
den Grö£sn LZ, Mm\ und man mache AK so vielfach 
von d^m Ueberschufs Ql der groferen Z/ über' die klei- 
n^ceikfm, wie vielfach u^avon LU und £6 oder -^D von Mm 

oderLOist. Sowird|^r^|-f->^JiC, das wt 2)Ä, gleichfalls so 

tiißlfa^h voii der ^uteme j^^)+ö^i. das lat von det 

Gröfse^Z seyn, wie .vielfach u4a von dieser LZ ist (SaizL). 
Daiher ist Aa==D,K (Grunds, .§. 4*); und daher^ nach Hin- 
v^egnahme. .der .<^i) zu .beiden, Reiten« auch Da=AKi 

das« ut Ja- ^teifPr / ^-'nT'^ "^^ ^"""^^'^ 

..V. S*.o* Saiz III. (iEacZ. y^ 2.) £s seyeii ^, J5, d 
IK8.W. verschiedene,' beUebige Vielfache der nämlicheii 
Gröfse X; und £, F, G u. s.w. eben so viele Vielfache 
irgeud.einesr affidemiGröfise Mj und ^War je eine von 
d|üps^n;gleichvie}iaph mit einer.. der < erateren, nämlich 
A ;Uiid pi JS und t!, C und;(? u. s.,w^;; so sind auch die 
Summen -^+^-|-C4- u* s^ w., E-^F-^G-!^ u. s. w* ^^Gleich- 
Vielfache der Grölsen L> AL 

K^urz ausgßdr(|ckt: wenn A=^rL^ und JB = rJi/, 

U..8. W. ... U.S. W< , 

iQdQiif. r, p, <7. beliebige ganze Zahlen h.QZ^ichnen 9 so ist 

sowohl y44-jB-f-C+ u. s. w. == (H"/^"^74'^* «• w.) L^ 
. fal^ auch. E^F-f-G^ u, s, w. == (r4^p-r<7-f-«' s» w.).M< 

Beweis. Es besteht nämlich die Anzahl der Theil^ 
|dercn jeder =if/, welche in der.Summe j^-f-J5-f-6V{-üi8.w* 
enthalten sincj/aus den' Anzahlen dieser l'heile zusam«' 
mengenommen, welche in den einzelnen Gröfseri./i,5^ C 
u.^. w. enthalten sind. Ebenso besteht di^ Anzajii d^r* 
Tleile deren jeder. T=Jlf, welche in der Summe £+F-4-G^+ 
u*s«¥r. enthalten sind, aus den Anzahlen dieser Theile 
eusammengenommen, welche in * den einzelnen Grölsen 
F, F, G u. s. w. enthalten sind. Da nun die Anzahlen 
der Theile=L, welche in den einzelnen Gröfsen u^, jB, C 
u. s. w. enthalten sind, beziehungsweise die nämlichen 
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sind (^HTtficjs.)} wie die AnxaUeii der TheUe =3Af, wel- 
che in den einzelnen Gröfsen Ef P^ G u. s.w. enthalten 
sind ; so kommt auch einerlei Summe der ersterefci und 
der letzteren Anzahlen heraas. 

$• 9. .Scholion. Auf dem Satze, dafs 
rL-^pL^Lr]r u, s. w. :=(r4-/>+^-f-u, s. w.) L, 
beruht die gewöhnliche Praxis, eine Zahl mit einem "si^ 
sammenge3et?ten Multiplicator zu multipliciren. Wenn 
man nam|ich ^. B. die Zahl 5728 mit 634 multipliciren 
sofl; ao nimmt man die Zahl 0738 zuerst 4 iQi^li sodann 
3oinal und endlich 600 mal, und summitt diese Pa^tiaK 
Producta. 

$. 10. Zu8at;|S. (E/Yc/, y, 3.) Gleichvielfache Jund iC 
▼on Gl^ichyielfachen A und E der Gröfßen L und; M 
sind gleichfalls von den Gröfsen L und M Gleich vielfache. 

Das ist, wenn A=rL und 'E=:^rMj 
pnd J^=^nÄ ^K=:nE^ 

ao ist sowohl J.=(/ir)L,al8iC=(/ir) AI j 
indem n und r beliebige ganze Zahlen, und nr das Pro» 
duct bezeichnet, welches aus der Zahl r entsteht, wenn » 
dieselbe so oftmal genomtnen wird, als die andere Zahl 
n f^inheiten enthält. 

Da nämlich in jeder A ebenso viele Gröfsen ^!^=Jä 
enthalten sind, als in jeder £ Gröfsen =Af ; so werden, 
wenn man beliebig viele A zusammen, und ebensoviele 
Ezusamftien, das ist Gleichvielfache von ^ und £ nimmt, 
in diesen die Gröfsen L und M glei^chfalls in gleicher 
Anzahl enthalten seyn (Satz III.). ^ 

Dieser Zusatz stellt eigentlich einen besonderen 
Fall von Satz III. dar: in welchem die Zahlen ,r, p,*q 
U.S. w.> und daher die Gröfsen A^ JB, C u.s. w., jB, r, G 
u. s. w. beziehungsweise einander gleich sind, 

§, 11. Scholion. Auf dem im vorhersehenden 
Zi^satz^ enthaltenen Satze, dafs nA oder n{rL)=(nr) L^ 
beruht die gewöhnliche Praxis, eine ganze Zahl mit .ei- 
nem Multiplicator zu multipli'cirien , welcher blofs aus 
Zehnern oder Hundertern u. s. w. besteht.. Soll man 
nämlich z. B. die Zahl 5728 mit 3o, oder mit 600 mul- 
tipliciren, so hängt man dem 3fachen, oder dem 6facheii 
der Zahl 6728 eine, oder zwei Nullen zur Rechten an ; 
das ist, man verzehnfacht das Dreifache der Zahl 5728, 
verhunJertfacht das Sechsfache. derselben, und erhält so 
das3öfache, das Goofaclie der Zahl 5728. Ebenso läfst sich 
z. B. das rsfache einer Zahl inachen. wenn man das 
4fache von ihrem ^fachen oder das Sfache von ihrem 
4fachen nimmt.^ , 



g. la. Sata IV. (Eitct. V, 6.) Nimmt map wled^i: 
zwei' .beliebige verschiedene Vieliache A, B einer 
nnd^^sell^en Gröl'se L, und ron irgei^d einer anderen 
pröfseilf die Gleichvielfachen E, F; $o sind Jie Ucbei:- 
acbiisse der gröfserei^ Glcichvielfachen , A und £ über 
die kleineren B und F »ugteicK entweder den Gröfseu 
jl!«. und M gleicl), oder Gleichvielfachc derselben. 
■Kurz a:u8gedrückt ; wenn ji=:rL, und E=rM 
B^pL, und F^pM, 
ind^ni r, p beliebige gBme Zahlen bezeichnen, woTon 
.oje eralere r gröfaer s^y, alf die andere ;:); so ist sowohl 

A-^B=[t-~p)L, 'a\siadtE-t'=ir-~p) Mi und nameatlich 
WswiMA—B=L, ehiuchE~F=M,veaar—p=,,6A-t^p+t. 

' Beweis. Wenn nämlich i) r=p-\-i, oder r — p=i; 

■ I^pI=Hi-\^p-)L6AttrL, ab auch S(I+pm=U-p)!^ oAtt rM, 

das üt, (owohl 

' £+S= A, b1* Blieb Jtf+F = i'i 

iblclicb sowohl 

'/ 1 =- A—B, ab auch Jlf = E~F. 

3) Werin r=p~\rn, oder r — p=n . indem n irgend 
'eine gap^e ?ahl faezeiijiiiet : so ist wieder 
(J. R) ^wohl 

BL+pl={a+p)Z. oder rL, ab nM+pM^n-^p)M oder rU, 
da« itt,' sow6tl 

' nL+B= A, ab <»,W+ F=E\ 

ibiglicit »ow^l ' > 

(Ft^. 3. 4.) Oder es e&jen Aa u^d Ee, Bb und Ij^T 
beziehungsweise G'eicl>^ielfal)he der Gröfsen L und Jtf. 
Wenn alsdann" 

(^^- ^.) Dii=^a — Bb^L ist; so mache mai^ 
EX:=Jtf. Da nun Kp| und {^■^j Gleichnelfache (^or- 
9ÜSS.) der GrÖfaen £ und M sind; so weiden auch 
^m + j^^jund EG+j^^^), 4as ist ^ und GK Gleich- 
vielfache der Gröfsen L und Af aejn [Satz III.)- Nun 
ist aber {f'orauss.) Ee so vielfach von der Gröfse M, 
wie vielfach Aa von L ist. Daher sind Ee und G£ 
Gleiclivielfachc Ton dfer nämlichen Gröfse 3f, beide 
niimlich so vielfach Ton deraeUten, als Aa von Z. Folg- 
lich ist Ee:=GK (§.4-)> Demnach ist, wenn man die ge- 
rne inachaftliche EG weantmmtj auch Ge oder £e — ff 
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i) (F^. 4.) TVcnn Da irgend ein TieHache« cW 
Grö[se L ist; so mache man £)a gleichvielfach Ton der 

GrSfse M. Da nun | ^£^| und |^^} (Forauts.) Gleich- 

yielfache der Gröfscn Zyundit/, und auch {Constr,) Da und EK 
Gleichyielfache vpn vhcndiesen Gröfscn sind; ao sind auch 
Jannd GK^nn ehendiesen L und ^f Gleichrielfache (5, III.). 
Daher sind wi^idcrum Ee und GK Gleichvielfache von 
der namltclien Grölse M^ beide nam^i^h so vielfach von 
derselben, als Ja von der Grofse L. Daher ist Ee=zGK 
{Grunds, §• 4«)5 **nd wenn man die gemeinschaftliche GE 

hinwegnimmt, auch \^^j, Eo—fA ~^^» ^®* **^» •^ ^®^* 

fach von der Cröfse M, als |' ^^_« } von X, 

§. i3. DefinitionlV. UnterVerhältnif« Kwejer 
Gröfsen, in der allgemeinsten Bedeutung genommen, 
versteht man irgend eine,' aus Vergleichung derselben 
)nit einander hervorgi'hende Art, die eine derselben aus 
der anderen «u beslimmen oder herzuleiten: und so 
^äfst sich der Begrifi' von Yerhältnifs auf jede zwei 
gleichartige Gröfsen» a, B. auf jede zwei Linien, jede 
«W4?i Flächen jede zwei körperlichen Räume ; nicht aber 
weiter, namlioh auf zwei heterogene oder verschieden- 
artige' Gröfscn ausdehnen. Es lassen sich aber unend- 
lich viele verschiedene Arten denken, die eine von zwei 
Gröfsen durch die andere zu bestimmen. Die einfach- 
^eu unter denselben sind diejenigen, wobei man dio 
Gröfsen selbst unmittelbar, ohne alle vorhergehende 
Veränderung derselben, mit einander vergleicht, und die 
eine durch die andere bestimmt, indem man angibt: 
entweder, um wie viel die eine die andere übertreffe, 
oder vQn jhr übertroffen werde; oder wie Vielmal die 
eine die andere enthalte, oder in ihr enthalten sey. Die 
letztere Art, Gröfsen mit einander zu vergleichen, und 
die eine durch die andere zu bestimmen ^ behandelt 
Cuclid ausführlich in B. V., und wendet * dieselbe in 
den folgtindeu Büchern auf Gegenstände der Geometrie 
fm ; während ^r der ersteren nirgends ausdrücklich er- 
wähnt. Aus diesem Umstände ist denn wahrscheinlich 
die Gewohnheit entstanden, die Verhältnisse dieser letz- 
teren Art geometrische, und dagegen die der er- 
9teren Art;^ weiche es mit dem üeberschufs der einen 
Gröfse über die andere, oder mit dem Minderhetrag der 
einen' Gröfse gegen diie andere zu ihun haben , und 
den Gegenstand der ersten einfachsten Operationen der 
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Arithmetik, der Additio:^ und Subtraction au9indch(9i|^ 
arithmätiaclie Verhältnisse zu nennen. Uebrigen^ 
gehört keines dieser Verhältnisse der Arithmetik odec 
der Geometrie vorzugsweise an, sondern beide finden 
auf gleiche Weise bei Zahlen, wie bei ausgedehnten 
iGröfsen statt; und beide zusammen bezeichnen ungefähr 
die Gränzen der sogenannten Elementar -Mathematik. 
Eine allgemeine Theorie dieser und der übrigen Ver- 
hältnisse aber gehört zunächst einer eigenen Unter- 
suchung über Gröfsen im Allgemeinen an, welche der 
IJntersuchung über Zahlen und ausgedehnte Gröfsen ins 
^e^ondere vorausgeschickt werden sollte; w^nn nicht ^ 
init Recht zu befürchten wäre, dafs dergleichen ab- 
9tracte Betrachtungen diejenigen 9 welche sich diesen 
Studien widmen wollen, gleich im Anfang zurückschre- 
cken möchten. ' 
$. 14* Demnach betrifft; sowohl der Gegenstand, als 
auch namentlich die vierte Definition des V. Buches 
i3er Elemente blofs die sogenannten geometrischen- 
Verhältnisse ; und diese werden auch hier künftig ver- 
standen, wo von Vchältnissen schlechtweg die Rede 
ist.' Gewöhnlich erklärt man, W;ie schon §. i3. . gesagt 
wurdej diese Verhältnisse so, dafs man sagt, es werde 
in denselben untersucht, wie oft die , eine Gröfse die 
andere enthalte, odet* in ihr enthalten sey. Da nun. aber 
eine jede beliebige Gröfse nicht eine jede andere be- 
liebige ^ileinere vop derselben Art^ z. B. jede beliebige 
Linie" jede andere kleinere , zu ganzen malen enthält; 
so läfst man, um den Begriff von geometrischem Ver- 
Jiältnifs nicht auf einen engeren Kreis von Gegenstän- 
iäen, als den BegriflF von Verhältnifs überhaupt (§. i3.), 
2U beschränken, auch gebrochene Zahlen bei demselben 
gelten, obgleich alsdailn die gröfsere Gröfse wirklich 
nicht die kleinere selbst, sondern blofs einen aliquoten 
Theil derselben etlichemal enthält. Oder,' um die Sache 
mehr im^ Geiste Euclids auszudrucken, das (geometri- 
scl^e) Verhältnifs zweier Gröfsen beruht nicht blofs auf 
der Untersuchung: welches Vielfache der kleineren ^ 
pröfse der gröfseren Gröfse selbst gleich sey? sondern 
noch allgemeiner auf der Bestimmung: welche Vielfache 
zweier Gröfsen einander gleich seyen ? Daher sagt man 
z. B. es finde zwischen zwei Gröfsen ein (geometrisches) 
Verhältnifs statt: sowohl wenn die gröfsere Gröfse die 

|tleinere 2mal; als auch wenn sie dieselbe' — mal ent- 



Piält; das ist, sowohl wenn gefunden and ausgesagt wer» 
den kann, dafs diegröfsere dem Doppelten der kleineren, 
als auch, dals sie dreien tialbtheilen derselben gleich 
sej. ^Im letzteren Fall aber wird das Doppelte der 
grofseren dem Dreifachen der kleineren gleicn seyn. 
*' Das erste Glied eines Yerhältnisses nennt man 
sein Verde ralied ( terminus antecedens) ; ' das zweite 
sein Hinter gl ied (terminus consequens) ; und die ganze 
Zahl, oder den Bruche und zwar ächten oder unächten^ 
-wodurch angezeigt wii^d, wie yielmal das Hinterglied in 
dem Vordjjrgliede enthalten sey? den Exponenten 
jies Verhältnisses {exponens ratioms), 

^ i5. Indessen läfst sich der Begriff von geometri» 
schem Verhältnifs, auf die (§. 14.) arjgegebene Art er- 
weitert, noch nicht auf jede zwei Gröfsen von einerlei 
Art, z. B. auf jede zwei Linien ausdehnen. £s kommen 
nämlich Gröfsen von einerlei Art, z. B. Linien vor, von 
welchen die gröfsere weder die kleinere selbst, noch 
irgend einen aliquoten Theil derselben genau etlichemal 
enthalt^ oder von welchen weder die gröfsere selbst, 
noch irgend ein Vielfaches derselben irgend einem Viel- 
fachen, der kleineren' gleich ist. Solche Gröfsen nennt 
man, ^ da sie kein gemeinschaftliches Mafs haben, incom- 
mensurable Gröfsen. Von dieser Art sind >, wie 
£uclid in X, 117. XIII, 6. 11. zeigt, die Seite und die 
Diagonale eines jeden Quadrates, die Theile einer ^nach 
mittlerem und äufserem Verhältnifs gelheilten gei*aden 
Xiinie, die Seite eines regelmäfsigen Fünfecks und der 
Darchmesser des um dasselbe beschriebenen Kreises. Der 
Exponent eines Verhältnisses von zwei Gröfsen dieser 
Art läfst sich daher nicht genau in Zahlen angeben, 
wefswegen dieselben auch irrationale Gröfsen ge- 
nannt werden ; doch lassen sich Grenzen dieses Expo- 
nenten bestimmen, welche von einander utn weniger, 
als ii^end eine jgegebene Bruch-Zahl unterschieden sind; 
oder es lassen sich zwei unmittelbar auf einander fol- 
gende Vielfache der einen Gröfse angeben, welche die 
Grenzen für irgend ein gegebenes Vielfaches der an- 
dern Gröfse sind ; das ist, von welchen das eine kleiner, 
daif andere gröfser als dieses gegebene Vielfache ist. 
So z. B. wenn das Quadrat der Diagonale eines Qua- 
drates das Doppelte von dem Quadrate selbst, oder von 
dem Quadrate uer Seite desselben ist; oder wenin das 

Quadrat der Diagonale gleich ist — 1 > -'^^— * 

^ ° ^ 100 10000 ICKKXKM 



^^^?^^S!^ u. s. w. Ton dem Quadrate der Seite ; so kt 

loopooooo' V . 

dij? piagonale selbst 

14 i4i 1414 1414« „ . _- 

10 100 1000 10009 _ , « . 

i5 143 i4i5 14145 „.^ ^ Ton der Sofie, 
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oder 
f]a$ lofache derDiag» ist ^das 1 4faclie u. ^^ das iSfache^ g* 
<las loofache — — — ^ ^-das i4ifacheu.<^das ]49fachef "* 
das looofache -. -^ >^ j^das i4i4facbeu.<^da5 i4i5fachei' ^ 
das loooofache -^ -r^ — - ^das i4i4afachei4. <^4asi4i43!facl^e/ g' 

u. s» w. 

Um nun, -wie es die gewöhnliche Bedeutung des 
Wortes erfordert, auch Grörsen dieser Art unter den 
'Begriff von Yerhältnifs ^u fassen, und das, was er im 
^Folgenden beweist, vollkommen allgemein zu machenv 
setzt Euclid, mit Uebergehung der Gleichheit der YieU 
fachen, seine Definition in das, allen Qröl^en von einer«' 
lei Art gemeinschaftliche Merkmal : dafs irgend ein 
Vielfaches der einen Grofse ein Yielfaches der anderen 
übertrefTen könne.* Und dieses Merkmal begi*eift denn 
auch diejenigen Fälle, da einem Vielfachen der .einen 
Gröfse jB entweder die andere mit ihr commensurable A 
selbst, oder irgend ein Vielfaches der letzteren, gleich 
ist. Denn alsdan^ ist, im ersteren Fall das Doppelte 
der Gröfse Ä^ im letzteren das nächst höhere Vielfache 
derselben, gröfser als das gegebene Vielfache der GröfseJB. 
Im Allgemeinen aber po'stulirt Euclid im Anfang des 
X. Buches, wo er von den incommensurabeln Gröfsen 
^ insbesondere handelt, die Möglichkeit dieser Eigenschaft 
gleichartiger Gröfsen, dafs nämlich irgend eine belle-' 
bige gegebene Gröfse- so oft verFielfacht werden könne, 
bis sie irgend eine andere gegebene Gröfse der näm* 
liehen Art übertrifft. ^ 

§. iG. Uebrigens erklärt die 4te Definition des 
V. Buches, von welcher hier die Rede ist, und in welr 
eher gesagt wird, dafs Gröfsen zu einander ein 
Verhältnifs haben, wejcbe verTielfacht einander über- 
treffen können, nicht sowohl den Begriff von geometri- 
schem- Verhältnifs selbst, sondern sie , gibt vielmehr das 
unter^cheidehde Merkmal der -Gröfsen an, welche man 
homogene nennt, und welche die Glieder eines Vcrhlilt^ 
nisses bilden köntien; jedoch so, dnCs sie zugleich aa- 
deutet, was bei denselben hauptsächlich zu betrachten 
sey» weiin von ihrem geometrischen Verhältnifs die Rede 
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ist. Eine genauere Entwicklung de« Begriffes behielt ^r 
lür die Definitionen von Gleichheit und Ungleichr 
h^it der (geometrischen) Verhältnisse^ bevor. Diese 
(Gleichheit und Ungleiclilieit der Verhältnisse) macht 
|iun den eigentlichen Gegenstand der nachfolgenden Un- 
tersuchung aus; daher es eigends ^erforderlich "war, die 
Begriffe derselben deutlich zu erklären und ihre Merk- 
male genau zu bestimmen« 

£s folgt «zwar aus dem oben ($. 14. i5.) Gesagten, 
dafs sich das geometrische Verhällnifs zweier Gröfsen 
durch Bestimmung des Exponenten, oder der Grenzen 
desselben angeben lasse; und unstreitig mufs auch auf diese 
Art dasselb'Q auffassen, welche durch den gewöhnlich an« 
geno]|imenen Sinn und Sprachgebrauch unmittelbar dar- 
geboten ist, die Theorie dieser Veshältnisse selbst« 
und die genaue Bestimmung der Bedeutungen deV die- 
selben betreffenden Ausdrücke gebaut und damit in Ue- 
bereinatimmung gebracht werden. Indessen ist diese, 
auf Zahlen beschränkte Art, das geometrische Verhält- 
nifs zweier Gröfsen auszudrücken, weder die einzige, 
poch> we,nn yon iucommensurabeln Gröfsen die Bede 
ist, die passendste. Woraus denn erhellen mag, warum 
EucHd sich enthalten habe, eine Definition von geo- 
metrischem Verhältnifs selbst aufzustellen. 

Um somehr läfst sich tnit Bob. Simson (in den 
seiner englischen Uebersetzung beigefügten Noten 
p. 3o5.^)) rermuthen, dafs die dritte Definition von 
Verhältnifs überhaupt, nicht acht, sondern yon Theon^ 
oder einem anderen Gommentator eingeschoben sey: da 
Euclid dieselbe in dem Folgenden nirgends gebraucht, 
und auch wegen des unbestimmten Begriffes , den sie 
enthält, nicht gebrauchen konnte. 

§, 17. Definition V. Man saat gewöhnlich, Gröf- 
sen A^B^C^D seven in einerlei (geometrischem) 
Verhältnifs, oder (geometrisch) ^roportionirt: 
wenn die erste A so oftmal die zweite B enthält, als 
die dritte C die yiertet D enthält; wobei sowohl ganze, 
als auch beliebige gebrochene Exponenten gelten : oder 
wenn. die. erste A und die dritte (7, oder GleichyiQlfache 
derselben, zugleich, GleichTielfaohen der zweiten jB und 
äer Vierten D, oder den Gröfsen ^ und D selbst, gleicli 
sind; z. B. wenn die erste A die zweite B 2mal} ode^ 



f) üfaieAMf jäusx» aus Roh, Srmson p, S8,^.] 
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--=-ma). oder *|-mal, oder — mal, und ebenao die 4^tteC 

die yierte D 2mal, oder -r-mal , oder -^^^^t oder 

-^mal, enthält; das ist, wenn ^ie erste A dem Doppel- 
ten der s;weiten jB, und ebenso die dritte C dem Dop- 
pelten der vierten D; oder ^^enn das Sfache der ersten 
ji dem öfachen der, zweiten B, und ebepso das.3fache 
der dritten C dem öi^ch^n der rierten D; od^r wenn 
das Gfache der ersten A der ^weiten JB, upd ebenso das 
Gfacbe der dritten C der vierten D; oder wenn das 
7fache der ersten A dem 4fachen der zweiten B, und 
ebenso das 7fach^ der dritten C dem 4faQben der vier- 
ten D, gleich ist. 

Umgekehrt, wenn man sagt, dafs vier Gröfseii A^ £, C^ D 
(geometrisch) proportionirt, oder in einerlei yerhältnifs 
seyenj do versteht man darunter, vermöge des gewöhn- 
lichen Begriffes von geometrischem Yerhältniis, dafs die 
erste A die zweite B so oftmal enthalte, als die dritte C 
die vierte D enthält; oder. dafs die erste -^ und die 
dritte C, oder Gleichvielfache derselben, zugleich, Gleich- 
vielfachen d,er zweiten B und der vierten D, oder der 
zweiten B und der vierten D selbst, gleich seyen. 

Die* Gleichheit zweier (geometrischen) Verhältnisse 
wird kurz in die Gleichheit itirer Exponenten gesetzt. 
Und so sagt auch Euclid (B. VII. Def. 20.), dafs (ganze) 
Zahlen proportionirt seyen, wenn die erste von der 
zweiten, und die dritte von der vierten gleichvielfach, 
oder/ der nämliche Theil, oder die nämlichen Theile sind; 
§. 18. Um aber den Begriff von Gleichheit des 
(geometrischen) Verhältnisses, oder von (geometrischer) 
Proportion auch auf incommensurable Gröfsen^ auszu- 
dehnen, mufs man zu der Gleichheit der Exponenten 
der Verhältnisse noch die Gleichheit, und zwai^ durch- 
gängige, der Grenzen, innerhalb welcher Xe Exponen- 
ten derselben eqthalten sind, hinzusetzen. Denx^ man 
wird von Gröfsen A^ JB, C, J) ^nicht sag^n können, dafs 
sie in einerlei Verhältnifs seyen, wenn zwar sowohl di<e 

erste A z.B. >— jB und •< — 5, als auch die dritte 

7 7 

O— Dund<— D; dagegen , während die erste 
T 7 15 _ 

^> W^ und <^5, die dritte C nur >\l^ D uhd 
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<^i>, oder die dritte C noch>i^D und er»t<^D 
ist; sondern die Gleichheit der Yerhälthisse A zu Bf 
C zvL I>, erfordert, dafs äueh C gleichfalU ^^ -^ und 

<C-^D sey; und so weiter, dafs die Grenzen der Ex- 

Sonenten beider Verhältnisse, jn^n mag aliquote Theile 
er Gröfsen j? und D annehmen, welche man will, hestän- 
dig die näai]ichen bleiben ; kurz, dafs, man mag den Zei- 
chen n und r ganze Zahlen suhstituiren, welche man will : 

r f I 1 

wenn A '^-rr-B und < --^ — B , immer zuffleich auch 
C >.sJl^X) und < «■ ' "D sey; und so auch, wenn 
^>-i-JBund<4-^» zugleich auchC >— Dund <— D 
sey; und nich( minder» wenn Schlechthin ^< — .fi,zu^ 

•- n 

gleich axkchC<C^I> sey; so dafs weder diö Einheit 

noch die die Null von deh W^ithen ded Zeiehens r ans« 
geschlossen wird. 

Diefs läfst sich auch auf andere Weise so darthun. 
Wenn inöotnliiensurähle Gröfsen ^, B, C, D in einerlei 
Verhältnifs seyn sollen, so ist nicht hinreichend, dafs 
«. B das 7fache der ersten A^ das 25fache und <^da8 
26fäche der zweiten £, und ebenso das 7fache der drit- 
ten O da^ ^Sfäche urtd <^ das aGfache der vierten D 
sey ; sodenn aber, während das 35fache der ersten A > 
das i27fache und < das i28fache der zweiten B ist, 
das 35 fache der dritten C entweder >das läSfache und 
erst <^ das lagfache, oder nur > das I26fache und 
schoii <1 das I27fache der vierten D sey; sondern es 
Vrird erfordert^ dafs auch jetzt noch zugleich das 55fach« 
der dritten 6'> daft i27fache und < das i28fache der 
vierten D sey; und dafs allgemein, man mag den Zei<» 
cheriTi und r Zahlen substiluiren ^ welche man will) zu« 

Sieich sowohl das nfache der ersten A > das rfache und <^ 
as (r-f-i)fachc der zMreiteu J5,- als aucl\ das nfache der 
dritten O daö rfache und < das (r-f-O^^che der vier- 
ten D sey; und diafs auch, wenn das /ifache der ersten 
^ nur > dfts einfache und < das zweifache der zwei« 
teil B ist, ebenso das /tfache der dritten C^ das ein- 
fache und < dai zweifache der vierten D sey; und 



aücii, lyenri 9&d nfaclie der ersten <t die zweite JBselbat» 
zugleich auch dää nfache der dritteii C<^ die vierte D 
Selbst sey. ^ 

§. 14. Mah yird dahe^ allgemein sagen, können^ 
dafs vier Gröfaeh A^ B^ C, B in einerlei (geometrischem) 
Vcrhältnifs, oder (geometrisch) proportionirt seyeil} 
wenn beide Yerhältnisse einerlei Exponenten haben, 
öder wenn die Expohenlen beider Verhältnisse A zmB 
und C zu D beÄtärldig innerhalb derselben Grenzen ent- 
tialten sind, auf welche aliquoten - Theile der Gröfsen 
B und D man sie auch beziehen möge; oder w^rin he-^ 
liäbJge Gleichvieifache der ersten A und. der dritten C 
zugleich entweder gleich, oder gröfser, oder kleiner als 
beUe1)ige Gleichtielfache der zweiten B und der rieri 
ten D sind; und umgekehrt; 

Die letztere Art, das unte'rscheidenda llterkmal der 
Gleichheit zweier Verhältnisse auszudrücken, bezeichnet 
zwar nicht ausdrücklich den Fall, wenii %rExj»onentbei-£ 
der Verhältnisse einerlei ganze Zahl ist, oder wenn die 
i&TsieA und die\ dritte C' selbst Gleichrielfachen derf 
zwe.iteä -B u:nd der Tierten.-Ö gleich sind; schliei,st den-<^ 
selben jedoch nicht aus, sondern fafst ihn stillschwei- 
gend \i% sichr da alsdapn jede beliebigen Gleichviel' 
lacheji det ersten ^ und der dritten iC| notfawendig zu- 
gleich gröfser sind) als jene Gleichvlelfachen der zwei« 
ten B ttiiid der .vierten Di Das nämliche gilt . auch voit 
dem Fall, wenn der Exponent beider Verhältnisse ein 
Bruch ist, welcher die Einheit zum Zähler hat, oder^ 
wenn Gleichvielfache der ersten A und der dritten C 
smgleich den Gröfsen B und-i) sdbst gleich sind; deni^ 
alsdann sind jene Gleich vielfachen der ersten A und 
der dritten C zugleich kleiner^ als je^e beliebigen Gleich« 
vielfachen der zweiten B und der vierten. JD. Ebenso 
wenn die Glieder der Verhältnisse unter sich incommen- . ^ 
surabel sind; so erfordert die Einerleiheitsder Grenzen 
ihres Exponenten fiir beliebige gleich-aliquote Theile 
der zweiten B unA. der vierten D h\op das, dafs belie- 
bige Gleichvielfache der ersten A und dei* dritten C zu- 
fleich gröfser, als gewifse Gleichvielfache der zweiten 
I und der vierten D, und kleiner als die nächsthöheren' 
Gl eich vielfachen derselben seyen : indem , hierin auch 
die besonderen Bedingungen mi^ eingeschlossen sind/, 
dafs Gleichvielfache der ersten A und der dritten C ' 
zugleich , nur gröfser als die Gröfsen B und D selbst,* 
Ueineir aber als das Doppelte derselben sejen; und eben-'^ 



1^6 auch, dafs Gleldhyielfäch^ der ersteil Ä und der drit«- 
t^D C zugleich kleiner sejen, als die Gröfsen B und D 
selbst^ Alle dieie Erfordernisse sind zwar uitstreitig 
in der unbestimmten Erwähnung von Gleichyielfadien 
sowohl der zweit^h B und der vierten D, als auch der 
ersten A und der dritten (7 begriffen; dagegeü liegt iil 
derselben auf dies^ Art wiederum mehr, als zunächst 
liinröichend und nöthig war. Mit Vorbedacht hat abei? 
Euclid Seine Definitioti so gestellt/.dafs er sowohl bei 
dem Ausdruck, als auch besonders bei Anwendung derselbeii 
der besonderen Aufzählung nicht nur d^ dreiHanptfftlle, 
Velche statt fiildän, wenn man auf die Exponenten si^ht^ 
sondern auch der besondem f^älle^ welche die incüDÄN 
mensurabeln Gröfsen darbieten, überhoben ttrar, und die 
Beweise, ihrer Strenge unbeschadet, hürzer und bündi- 
ger machen konnte. C^gt* auch Montu-cla liisi, de$ 
Math. Noiw. Ed. Paris An. VII. Tom. I. p. 210. fg. A. d. ü.) 

Um diefs sogleich an Beispielen, welche das bisher 
tiesagte durch, die Anwendung selbst erläutern, deutlich 
zu niachcii ; so wolleA wir, ene wir zu der Entwicklung 
des Begriffes ron Ungleichheit der Verhältnisse weiter 
schreiten-) zuerst einen besondem Satz, welcher der 
erste vom VIten Buche der Elenrente ist« aus den 
beiden oben angegebenen Merkmalen der Gleichheit der 
Verhältnisse beweisen ; und hierauf unmittelbar die all- 
gemeinen Sätze des V. Buches der Elemente folgen las- 
sen, welche die Sätze von den einander gleichen Ver- 
}iältnissen betreffen, und deren direet^n Beweise deii 
Begriff von Ungleichheit der Verhältnisse nicht yoraus- 
setzen. 

§. 20. Satz V. (EucL Yli 1.) Parallelogramme oder 
Dreiecke ^ton einerlei oder gleichen Hohen , oder wei- 
che zwischen einerlei Parallelen stehen, verhalten sich 
Isrie ihre Grundlinien. 

Der Beweis beruht im Allgemeinen auf den Sätzen 
ä6.tt.58. des h Buchesund ihren Zusätv:en : worin gezeigt 
Vrird, dafs Parallelogramme und Di^eiecke von einerlei 
oder gleicher Höhe, oder zwischen' einerlei Parallelen, 
welche auf gleichen Grundlinien stehen, gleich; die aber 
.auf ungleichen Gi^undlinien stehen, ungleich sind ; nament- 
lich das atif der gröfseren Grundlinie stehende da^ gröiV 
sere ist. 

Wenn demnach 
1) die Grundlinien (F/g*. 5. 6.) JB^ £F comnfensurabel 
Biiid, und die gröfsero AB die kleinere EF selbst genau 
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einigefOdl enthält; und man theilt die gröfsere AB id 

Theile AJ^ JK^ KL, LB, deren jeder der kleineren EF 

' gleich ist, und zieht durch die Theiliingspunhte J, ÜC, Ii 

gerade .Linien, und zwar in dem Parallelogramme ABCD 

{araliel mit den Seiten AD^ BC^ in .dem Dreiecke ABC 
ingegen an die Spitze C^ so. wird dadurch das 
4ParaUch>graram .^IgJDj -^ ^j^^^^^^j^i^ jParalldog^^^^ 

getheiir deren jedes dem {^-llelog^ ^^^ 

möge.i^ 36, 38. gleich ist, als die Grundlinie AB\Thei\e 
gleich der Grundlinie EF enthält. Daher rerhält sich 

in disem Fall (6. 17.) 

. «öwohl das Parallgr. ABCDi Parallgr. EFGff)__^j. , «^ 
als aubh das Dreieck ^BC : Dreieck EFG ^ S * ^' 

Deiiri wenn allgemein die Grundlinie ^j5 ans rThei- 
len he'stehti deren* jeder =EF; so besteht auch da« 
cparallelogi'amm ^BCT^ j jeder = dein 

\ Dreieck ABC 3 » > 

f-^&EFG^^^\ ' ^'^^^"^ '• ^^'^^ U\i^h\g^ ganze 
Zahl b^zeichhet. ' ' 

' 2) Wenn,(i^/g. 7. 8.) Ton den ebenfalls coinmensura- 
beln Grundlinien, die gröfsere ^-B die kleinere EF nicht 
selbst, sondern irgend einen aliquoten Theil EiV dersel- 
ben genau etlichemal enthält; und man theilt beide 
Grundlinien AB^ EF in Theile, deren jeder =ENj uhd 
i zieht durch die Theilungspunkte gerade Linien, und 
zwar in den Parallelogrammen ACBD^ EFGH parallel mit 
deren Seiteh AB lind CD, EJfundFG; in den Dreiecken 
ABQ EFG hingegen an die Spitzen C, G derselben : so 

' 1 ^ 1 .l„w,ok Ala i Parallelogramme >^5CZ>, EFGH { 
werderi dadurch die | Drliecke ABC, EFG \ 

beziehungsweise in eben so viele j^^^^^JJ^I^^^^^ ge- = 

^heiit , deren jedes , vermöge 1 , 36. 38. =: dem i 
iP^arllelogramme^E^MHl ^ ^j^ Grundlinien AB, EF 
i , Dreiecke ENG >' < 

Tüeile =EN enthalten,* Wenn daher allgemein die 
GfiindUhie EF, n Theile =EiV,. und die Grundlinie ABj * 

r Theile = ebendieser EN enthält, ^indem n und r be- 
liebige verschiedene ganze Zahlen bezeichnen, wovon r ' 
die gröfsere ist; das ist, wenn EiV der zite Theil der j 

GruriWitÄe* iF, und! AB=-^EF ist:* so bestett au,chdarf « 
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ans r TheUen, aeren feder « dem fe&f™!» 
oder das j^^;«»»^^ ist der nie Thell des. 

^aramo^^n^^GH^^ „^j das Parallelogramm ^BCD 

r=^SFGH, und' ebenso das Dreieck ABC=^ EFG. 

Womach wieder ($• ;70 

sowohl das Parallgr, ABCDi EFGjr\_jp. pp 

als auch das Dreieck ABC : £fG ]—^^' ^^' 

3) Wenn (Fi^. g« lo.) die , Grundlinien ^^, £f* in- 
commensurabel sind, nameiitlicfa, wenn irgend ein belie* 
big angenommener aliquoter^ Theil EN der kleineren 
EF9 wiederholt genommen, nie die gröfsere AB genau 
gibt, sondern wenn HiV etlichemal wiederholt eine Linie 
-AR macht, welche zunächst ^AB^ hingegen noch ein- 
mal weiter genommen, nunmehr immer eine Linie AS 
'^AB macht, so dafs, wenn die Grundlinie EF nTheile, 
die Linie AR aber rTheile enthält, deren jeder =ENi 
demnach £iV der nte Theil der Grandlinie £F, und 

AOX^^EF, AS:=2S±1^EF, dagegen ^5>-^ EF und 

^ C^EF ist; indem r und n beliebige ganze Zahlen 

n , ^ ^ s 

bezeichnen : und man zieht durch die Punkte R uhd S 
in Fig. 9. Parallelen mit den Seiten ADj BC des Paral- 
lelogrammes, in Fig. 10. aber gerade Linien an die Spitze 
C des Dreiecks: so läfst sich auf dieselbe Art, wie im 
zweiten Fall, beweisen, dafs das Parallogramm ARPD 

r=jCEFGir, und das Parallelogramm ^50Z>===-^±i^EjreH, 
und ebenso das Dreieck ARC= — EFG^ und das Drei- 

n 

eck ASCsz-^^^^—EFG sey; und demnach 

sowohl das Parallelögr. ABCD> JLjEFGH, bingcg. <^^i2.EFGHp 

n n 

als auch das Dreieck y^£C ^JL^pQ^ bingeg. <^^iiJ2^ö. 

Daher yerhält sich auch in diesem Fall ($• 18.) 

sowohl das Parallelogr. ABCDi EFGHV^ .. r-„„Ji.' j^ ^j». rji* 
als auch das Dreieck ABC : EFG f^ ^* GrundhiiiC^Ä:.CI»l 



\ 



i8 

Auf ähnliche Art* wird der Sat» .]>.ewieeen, 'wenii die 
Grundlinie AB<EF ist; oder wenn JB>EF bleibt; 80 
l^Cst sich auf ähnliche Weise 2eigeB).aaf8 r , : ./. 
sowohl Parallelogr. 'EFClf: ABCDy^j^r.. >« .^^ 
. aU huch DreiecK EFGi ABC f" ' ^^'v 

$. 21. (Fi^. 11. 12.) Der Euclidisclien Definition 

Semäfs wird der beweis eben dieses T. Satzes folgen- 
ermafsen geführt. Nimmt man beliebige Vielfache ^L, 
£Af der Grandlinien ^^, Ej; und «sieht durch die Punkte 
Ly M entweder Parallelen mit den Seiten AD ,\mi BC^ 
EH und FG der Parallelogramme, welche den rerlan^er- 
^ ten DC, HG in dea Punkten A, J .bege^Mn, oder ge- 
rade Linien an die Spitzen C, G dör DrdeCke : Bo folgt 
aus I, 36. 38. auf dieselbe Art, wie im fersten Fall yon 
j r j (Parllgr.^LÄDl * • (Parllgr. ^BCDl 
^.20., dafs das I Drefeck ALC^^^^ *«« {Dreieck ABC) 
^o vielfach sey, als AL ' von der Grundlinie AB ; und 

ao vielfach sey, als EM von der Gruiidlinie EF. Nun 
ist vermöge I, 36. 38. und Zus. 

ä' ) ^ ( '^ '• ' ''1 ' 

sowohl das ]?arallogr. .^LKD/ ^ JdaaParall^. EM/Hf . 
als auch das Dreieck* ALC i ^ i dasÖi'eieck EMGy 

je nachdem ^I/<=>£-AJr ist. Da' nun , wenn man von 

' A CD 
den ersten I jßc\ und der dritten AB Gleichvielfache« 

i^AI^l ""* "^^^ ^"^^ ^®° ^^" «weiten [^j^fgl nnd der 
vierten EF Gleichvielfache {^^^ } und EM nimmt, die 
Vielfachen j^J'^^' ^^g} der ersten und der zweiten 

f^^^» ^i^J?l und die Vielfachen AL, EM der drittea 
\ ABC, JEfCr 

und der vierten AB, EF paarweise) bei je^er Verviel- 
fachung, immer zugleich entweder einander gleich, oder> 
die einen zugleich gröfser, oder zugleich kleii^er als die 
andern sind: so folgt (aus $. 19.) dafs 

sowohl das Parallogr. ABCD: EFGHX^jjy . pp .^^ 
als anch das Dreieck ABCt EFG * * ^'^ *®^' 

$.22. Scholion .1. Auf dieselbe Art kann aus 
den Sätzen III, 26. 27. ^und. deren Zusätzen, in welche» 
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bimiesefi wird, daß in^ einevlei oder gleidien Rrelscii 
#owoU die Winkel am Mittelpunkte ale auch die Win- 
liel am Umkreise, welche antgteichen: Bogen stifheiH 
besiehungsweise einander gleicht die •al>ex^. auf unglei- 
chen Bogen stehen I niigleich, .üäitilieh die auf dem 
gröfseren Bogen stehenden die gröfsereii sejeti^ iind 
tmgekehrt; der Satc VI, 33« hergeleitet werden! däft 
in einerlei oder gleichen Kreisen die- Winkel, ücwoM 
am jilittelpankte als auch am Uinki^ise, sich su eirian« 
der wie die Bogen verhalten« auf ^eicheii sie steheit. 

$4^3« Sohol4on >. Auch lädt sich aaf die nam« 
liehen. Arten .allgemeiii beweisen t inrenil Cröfseii einei^ 
Art von Gröfsen einer anderen Art liq abhängen, dafs 
-die, gleichen Grölsen der letzteren Art entsprechen« 
den Grörsen der ersteren Art el>enfalls glei^^h; diö 
tingleicheü entäprechi^ndeii aber, nn&leich^ uiid zwar die 
den gtdr^ieren entsprechenden« gröfsei' sind < wie is. S<i 
di^ FlächenrücLme gleich «hoher Pai^aÜelogf^amme und 
Dreiecke Von der Gröfse der Grühdlinich, die Winkel 
Sowohl fitn Mittelpunkte als auch am Umkreise in einer- 
lei oder gleichen K'reiden ton den Bo^^en^ auf li^elcheii 
sie stehen, abhängen) i üiid es sind^^« B iswei Gröfsifn 
der erstereii Art, welche zweien Gräfdeü C, D der letz- 
teren :Ai*t entsprecheu/t so werde immer Ai B^rCz D 
eeyn« 

Denii da (unl blos die Jetzfere fieweisari äusdrdck- 
.lieh zu wiederholen) den Gröfsen der zweiten Art, yveU 
che der Gröfse C gleich sind, die der Gröfse ji gleichen 
Grölsen.der ersten Art entsprechen (Vorauss.): so wird 
die der Gröfse aC der säweiten Art entsjprechende' Gröfse 
der erstereii Art| =qp2A; die der Gröfse 3(7 entspTeckende« 
jzxjiA; und allgemein die der Gröfse liC entsprechende^ 
i£=znA Meytk. Ebenso ifl^ird die der Gröfse rÜ der letz- 
tern Art entsprechende Gröfse der erstereti Art trzrä 
eeyn; indem rundh beliebige ganze Zahlen bezeichifen.' 
T^un sind die' Gröfsed der ersteren Art, Mrelche Gröfs'exi 
der letzteren Art entsprcfchen^ zugleich mit dieseüf ent- 
-Weder einander gleich^ oder die einen zugleich grofser# 
oder zugleich kleiner, ; aU die aüder^ü (Voitauss^* Da- 

^ei' ist^ ^enn n^|=(r2J, litich i^^ )>»:(/*£• imi folg« 

«ch^: A^Ci DXi. ig.). 

§, 24. Sati^ YL Von tier gfeometl-iscii pföpöt- 
tlofiirten Gtöfsen ist die dritte der vierten gleidi« ivenr 
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die erste der i^^eiMi gleich ; iai die dirttte gvefeer^ab 
•die tiertef ^wenn.die erste gröfser. ab die «weite; and 
ist die dritte kleiner als die riertei 'wenn die ersie- klei- 
ner als die zweite ist. 

. , Beweis. Es sey Ät B=C: D. ' 1:^ • 

\ . }) .Wenn ^=7^, Mti^ daher der Exponept des Verhält- 
nisses A zu JB=i ist; so ist auch (fi. ^7.) der £xpe|icat 
.des Verhältnisses C> zu I}=;>i, und demnach C=^D. 

Wenn A'^B:;, ^so.ist der Exponent. des Verhältnis- 
ses^ zn Bi. wenn ' sie commensnrabel sind^ ^^9 ^nd 
sie incommen^orabel, so wird die niedrigere Grenze des 

mm 

'Exponenten zum wenigsten-— seyn, weil (Voranss.)» 

A'^Bj oder— B, indemn irgend rine ganze Zahl bezeich- 

,net.. D^herjst (§. i^• i8.) auch deriExponent ^e^Ver-» 
hältaisses Czu,D entweder ]> 1, oder die niedrigere Grenze 

dieses Exponenten mindestens =2 — : womach ebenfaUe 

Wenn A^^B; so ist der Exponent des Verhältnisses 
A zu B, wenn sie commensurabel sind, -^i; sind sie 
incommensurabely so wird die .höhere Grenze des Ex- 
ponenten zum höchsten — seyn, weil (Yoranss.)j</^{ oder 

—B. Daher ist auch ($• 17. 18;) dar Exponent .dss Ver- 
hältnisses C zu D entweder ^i, oder die höhere Grenzte 
AeweAhea tum höchsten =^>-- ; und .4«her gleichfalls 
C<D. ■ , " . 

«) Wenn Ah=VBi ao iat auch ($. 4.) aAh=UB. Al«- 
dann istaber, da^: B=Ci D(Yoranss.)i auch,2C?=)2D 
($• >9-)« u°^ daher (^•40 auch C%=}2). 

....^ !>' 

$• 25. Schalion« In einigen Ausgaben der Ele- 
mente wird dieseir Satz (entweder ganz, oder wenig- 
stens die beiden letzteren Fälle desselben) dem ißten 
Satze des B. V. als Zusatz beigefügt, und mittelst des- 
selben bewiesen : *^9^pacV es Schemen könnte» dafs er 
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blofa Ton Tier Grofaen von einerlei Ai^^^elte. Er latst 
sich aber allgemeiner als Cociyerae des in $.23. bewie- 
senen Satees aus^preefaienv' nnd auf die nämliche . Art^ 
welche wir hier gebraucht haben, beweisen: Wenn 
Gröfsen einer ^ Art Ton Gröfsen« eint)r i anderen Art so 
abhängen , daCs . allgemein « es mögen zwei beliebige 
Gröfsen C^ D der zweiten Art ein Yeiliältnirs zuein- 
ander haben, . welches man i^ill, die ihnen entsprechen- 
den Größten A^ B der ersteren Art das nämliche Yeri 
hältnlTs zu einander haben: so sind die, gleichen Gröfsen 
der zweiteii Art entsprechenden Gröfsen der ersteren 
Art ebenfalls gleich; die ungleidien entsprechenden 
aber, ungleich, und zwar diejenigien gröfser, welche dett' 
cröfseren entsprechen. 

Denn wenn (x=Wi so ist auch 2(?c=|2D (§. 4.). 

Da nun (Vorauss.) allgemein' ^: B=^Ci D; so ist auch 

(§. 19.) 2^j=|2jB, vad dahfer (§. 4.>^J=|^* 

J. 26. Satz VII. (£c£c?.Y,4.Zj«.) Wenn rier Groß 
aen proportionirt sind; so^ sind Sie auch umgekehrt 
(inperse) proportionirt 5 das is^wenn A: B=^C: D\ so 
iat auch Bi A=Dx C. ' ' 7 

Beweis. i)Wenn die Gröfsen -^ nnd j^, C ündD 
unter einander commen^urabel sind, und es haben beide 
Verhältnisse A znB^ CzuD einerlei ganze Zahl r, oder 

irgend eine gebrochene-^^CS. 1 7.) zam Exponenten, so dafs 



zugleich A=rB und C=rD^ oder zugleich A= — B .und 

C= — D: so wird auch zugleich B= — A und 2?= — C9 
oder zugleich nA^=^rB und nC^=^rD - • • 

und daher B=~A und Drr — C seyn; 

fofglich sind die Exponenten der Verhältnisse B zi| At 
D zu Cj ebenfalls, gleich.; 

Sind aber die Gröfsen A und J5, C und D incom- 
mensurabel; so »wird der .Exponent beider Verhältniase 
A zu, B^ CzvlD zwischen einerlei Grenzen (§. i8.)> «-B. 

--^^, und -^"t^x enthalten seyn: so dafs immer aipugleich. 



A> ^J^L^B imd <I2±!Lä und amtoinehr < ^^ ff, 
<n(n+i>i. . ii(M-0 «(«+!) 

< lliemach ist aber ebenfalls sngleicb 

; J8<:ü(±tll^ «ud > "i:!+LUoderi?<2±!^,nif}> JL^,- 
' ^^ r/i ■ rn+r r • r ^ 

lwdg<'^"+'^C und >2^:!±^C.oderI»<?^?Cm,d> JLC- 

und demnaeb sind die Exponenten der Verbältnisse B 
zu A^ D zu G gleicbfalls zwiscben einerlei Grenzen ent- 
balten. 

2) Da^: J?=C: D (Vorauss.) so ist ($• ig.) zugleicb 



ru^J==: |n5 , und rc|= j/iDi 



folglicb aucb. ^ugleii^b 

(>) (>) 

ilB|=W, und nDj=>r<7; 

und daber ($. ig.) -j?; ^=2^: C. 

$• 27. Scbolion. Simsoii bemerkt in den obei| 

S^. 16.) angefübrten Noten p. 3p6.fg. *) ricbtig: daf^ 
ieser Satz YII. irriger Weise gewöhnlicb dem 4teii 
Satze dfBS B. V. der Elemente a}s Zusatz beigefügt 
"Werde; und dafs aucb die aus dem Beweise ebenaieses 
4ten Satzes gezogene Consequenz zur Ableitung unseres 
Yllten aus demselben, unriebtig sej. 

g. 28. Satz VlIL (EacZ. V, 4.) Wenn Tier Gröfsen 
geometrisch proportionirt sind; so baben beliebige Gleicb- 
vielfacbe der ersten und dritten zu der zweiten und 
vierten, oder zu beliebigen Gleicbyielfacben der zwei- 
ten und vierten; und ebenso die erste und dritte zu 
beliebigen Gleicbvielfachen der zweiten und vierteD| 
beziehungsweise einerlei Yerbältnifs. 
Das ist, we nn A ; ^= C\ D ; 

so ist auch pA: B=:pC: D, 

A:qB= C: gD^ 
pA:qB=pC: gD* 
indem p und g beliebige ganze Zahlen bezeichnen« 



*) Mduhias a, a. O, 
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Beweis, i) Wenn die Grofsen A und J3, CundD 
jßonnnensurabel sind; so ist «uch, da Ä\ B=C: D (Vor* 
auss.)t i^ugleich (§. 17.) 

' AT=rB und Csi^rD: oder jiznJL B und C=— A 

Demnach ist auch zugleich 

pA=:prB und pC==prD^ oder pAsz£!L B und pCssEL. D z 

n , n 

At^JLqBvL. C=iJ^D\ od. A^=i—qB, und Csb.T aZ»; 

pA=rf''qBn.pOr'^''qD',od.pAz=£LgB und pC=:PJ^gD. 

^. ^. ^'* ^"i 

Daher sind auch die Exponenten dfir Verhältnisse pAi 

B und pC: D; Ax qB und C: 9D; p-^: 7JJ und pCi qDy 

DJ* f* « 

beziehungsweise dieselben ; nämlich pr oder ^^; — ^ oder 

— ; ^ oder ^ 

Sind aber die Grofsen A und J?, C und D incom-' 
mensurabel; so wird der Exponent beider Verhältnisse 
zwischen denselben Grenzen enthalten sejn (§. 18.); 
so dafs zugleich ißt 1 

A> £Lb und <£^±i- A «d C>^Z> und <£±l D,- 

und daher auch zugleich . 
y,^> £Lb und <^!^±ij?, und /lO f^JD und <Zdi/> , 

pder auch zugleich 

^> JLj? und <jdbLj?, und C^—D und <J±L.I>; 

und daher "wieder zugleich 

^> JL^Bunä ^-SiL^B, uid C>— ^Dund <J±L^Z>: 

pdev auch zugleich . ^ 

^y^ILgSaud ^f!±±qB,UTid C>-^^Dund<^"tL^D; 

uud daher ebenfalls zugleich 

Daher sind auch die Exponenten der Verhältnisse 

pA: B, und pC: Dj A: qB , und C: qDi pA\ qB \xr\dpC: qD 

beziehungsweise zwischen den nämlichen Grenzen 
— und ^^"^' ; oder — und —\ oder-^und ^' - . ent- 

n ' n , qn q^ qn ' qn 

halten. 
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») Da A\ S=C: D < Vorauss.) * folgUcfe weaa man 
beliebige Gleichvielfache der ersten A und der dritten 
Cj der zweiten B und der viertel D nimmt, die Viel* 
facheil« der ersten A und der zweiten Bf und^ die Viel- 
fachen der dritten C und der vierten !> zugleich bezie- 
hungsweise einander gleich, od^r die einen zugleiich grof- 
ser, oder zugleich kleiner sind, als die anderen (§. 19.); 
Gleichvielfache aber der Gröfsen pA und pC, qB und qD 
auch Gleichvielfache der Grössen A und C^ B und. D 
selbst sind ($• 10.): ^o folgte dafs zugleich 

sowohl n(pA) f= ,rB , und n(pC) <= JrD J 
als auch nA{=^}r(qB), und nCJ=^>K9-D); 

und el»en$& n(/}>0^=s W^^), und n(pC)l:^ r(9^) • 

woraus (vermöge §* ig.), die Richtigkeit des Satzes er* 
hellt. 

$.29, Satz IX. Gleichvielfache, oder gleich-ali<- 
quote oder auch gleiqh-aliqnante Theile .der Gröfsen A 
und B haben zu diesen Gröfsen A und B selbst bezie- 
hungsweise einerlei Verhältnifs. 

Das ist pAt A :^pB: Bj 

— : A = — Bl 

m m ' 

und -^At A =1 -£-J5: Bi 

m m 

indem p und m beliebige ganze Zahlen bezeichnen. ^ 

Beweis. 1) Der Eipoi^ent der beiden Verhältnisse 

pA: A, und pB: Bist p; der Exponent der beiden Ver-» 

hältnis^e -^r A und — : B ist -i-j und der Exponent 
der beiden Verhältnisse-^^: A nnd-£-jB: B ist—. 

tn m m 

2) Da sowohl n{pA)=(np)4i als auch n(pBy=(np)B 
(5. 10./; so ist zugleich /iO)-rf)|=(r-rf , und n{pB) 



|=>rB# jenachdem w/j|=|r istf 
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Es sej nnn — =£aiid — csj*; folglidi J=:m£f und 

.6=?mF, So ist vermöge des so eben Bewiesenen 

mE: jE== mF: F: 
und daher auch umgekehrt E: mJE= F:mF ($*26.); 

das ist ~: u<=— : jB. 

Und da auf diese Art~-<^: -rf=-^ J3: fl: 

m m 

80 ist auch J^^: A=-^Bi B ($.28.).' ' 

fi«^3o« Satz X. Umgehrty wenn viers Gröfsen A^ 
B9 Cf D geometrisch propoptionirt sind; und ^s ist die 
"erste A von der zweiten B ein Vielfaches, oder ein ali- 
quoter, oder ein aliquanter Theil; so ist auch die drit- 
te C Ton der vierten D ein Gleichvielfaches » oder ein 
gleich-aliquoter, oder ein gleich-aliquanter Theil. 

Beweis, i) Wenn ji: B=^C: JD; und A^=gBj oder 

-, oder A=^—B ; das ist, wenn der Exponent des 



m m 



Yerhältnisses A zu B enifweder 9, oder— oder -^ ist : 
•o Ist auch der Exponent des Verhältnisses Czv^D ent« 
weder 9, oder~^, oder -^(5. i7.)f ^^^ daher gleich* 

falls C=gl)'f oder C=— ; oder C=?=-2-J9; indem^undm 

beliebige ganze Zahlen bezeichnen. 

2) Da (Vorauss.) A: B=C; Z)} so ist auch (§.28.)i 
'-^/ ^B =?= C: qDi 
mA: B z=mC: /); 
und niA: qB z=:mC: qB^ 
Folg], wenn Az^qB ; auch (J.24.) ChsufD$ 

wenn m^= B, od. A^ ' Bj . — wfc=;= Z), od. Ct=r-i-I>; 

i/i "^ 

wenn m^=a2?, od.A=iJ-B,' mC=7 A od. Crrll-D. 

§. 5i. Satz XI. (Eucl V, 17.) Wenn vier Gröfsen 
Ai B, C, D geometrisch proporliopirt sind; ^n^ die 
erste A ist gröfser als die zweite J3, und daher auch 
(§. 24.) die dritte C gröfser As die vierte D ; so ver- 
hält sieh auch der Ueberschufs der ersten A (über die 
zweite B zu dieser kleineren J3, wie der ueberschufs 
der dritten C übei: die vierte D sich zu dieser vierten 
Z> verhalt. 
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Kam aasgedrAcbt: wenn A: B=sC: D; und es ist 
Ä^B^ und ebenso {§^^»)C^'Dz so ist auch g^etrennt 
(jüvidendo, oder divUim) A — Bi B=C^D: D» 

B erweis, i) -Da (Torauss.) ^ : jB=C: D; so ist 
(5-. 17^ 18,) 

zugleich A=rBi oder ^= — Ä; oder ^^•-^l-ft und ^—tl-JBj 

n ri n 

U« ebenso C=tI>}. oder Css — Di oder (7^fr--j.Annd.^-- i— ^i 

n n n 

indem r und n beliebige ganze Zahlen bezeidinen : je- 
doch, da (Vorauss.) A^B und C>-D ist, so dafs r^n^ 
wenn die Gröisen A und B^ C und D cbmmenaurabei 
.sind; wenn sie aber incommensurabel sindi r nicht '^Tiist. 
Alsdann aber ist auch ziigleich 

^— Ä=(r^i)5,- oder^— ^=(JL.i \b oder — B; 

?? ^^ » 

od. A^B^':i!^B und <rr''+.'iy> 
?» » 

jiiid C^Zfc=(^-^i)2>;oderCr-ifc(— m)d pdet!^Z>^^ 

od. C-D> C:^ und <::::fL±l/),. 

und folglich sind die Exponenten der Verhältnisse 
A—rBx B^ und C—Di D entweder die nämlichen, odep 
zwischen den nämlichen Grenzen enthalten« 

2) Wenn n(A-^E)h= )rB j 80 ist, da niA—B)=:nA—nB 

fei (S.7.)i 

nA — nB)=?rB'y und, wenn man beiderseits 
(>) nB addirt, 

{<} ^ . ' 

MJ=>wJ8+rJ5 pde^ (n+r)J5 (5, 8.).. 

Da nun (Vorauss.) A : B=C: D ; so ist (§. 19.) auch zu- 
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gleich nC<=>(/i+r)D oder nD-\'rD (§, 8.); und wenn 
man beiderseits nD hinwegnimmt, auch nC — 71D, das ist 

S<)'"' 

i§. 7.) n(C—D)j=\rD, Es ist daher zugleich n{A—B) 

l=?rB, und i»(C — DK^lrDj und hiemach (Sv^S-) 
A—B : £=C— D : D. 
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(F^» i3,) BiBBß, sw^ite Beweisart lafst sich auch 89 
vortragen. Man stelle die Gröfsen A^ B^ Q D durch 
die Linien EF, FG^ HJ, JK dar; so dafs EF: FG=HJi 
JJL So stellen EGj HK die Ueberschüsse A—B^ C-^D 
der ^röfseren über die kleineren dar; und es wird zu 
beweisen sejn, dafs auch EG^ FG=HKi JK. Zu diesem 
Ende nelupe man Ton den Qröfsen £G, FG^ HK^ JK^ 
beliebige Gleichvielfache (die nfachen), welche die Li- 
nien LM, LP, NO, NQ seyen, So sind (§. 6,) PM, QO 
die nämlichen Gleichyielfacheii (die nfachen) der Gröf- 
sen £F, HJ. Femer nehme man noch beliebige Gleich- 
vielfache (die rfachen) PR, QS der Grpfsen FG^ JK; so 

sind auch LA, NS ($• 8,) GleichyielfaiShe (die n^rfachen) 
der Grofsen FG, JK, Da nun (Yprausi.) EFi FG^HJi 
JKi so ist ($• 19.) zugleich 

J»JIK=[iR, and Q0\=)NS. 

Lälst sich nun hierauf folgern, ^afii auch sngleich 



LMJ=W und IV^C«^!^^; 



60 folgt ($. ig.), dafs aach EGi FG=HKi JK. 

Wena nun LM^fPRi ao ist, wenn man beiderseits 
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UP addirt, auch PM\==/I'Ü; und ^her (Vorauss« und 

$• ^9.*) ß^^^ QO{==:}NSi folglich wenn man die ge- 
meinschaftliche NQ beiderseits hinwegnimmt 9 auch 
NO. 




g. 32.' Zusatz' 1. Wenn yon yier Gröfsen A^ J?, 
C, D, je zwei in einerlei Yerhältnif^ sind, und es ist 
die erste A kleiner als die zweite B^ und daher auch 
($• MO die dritte C kleiner als die vierte D; so ist. 
auch umgekehrt ($.26.) B: A=Bi C; 'wo alsdann schon 
die erste B^. die zweite A, und die dritte D^ die 
vierte C: folglich (§. 3i.) B~Ax A=D—Ci C. 

g. 33. Zusatz 3, Daher wird alleemein, wenn 
zwei ungleiche Gröfsen A und B dasselbe Yerhältnifs 



zn einander haben, wie >«rei andere angleiche GrSfscn 
C und.D: anch der Untei^schied der beiden erateren en 
der kleineren yon denselben sich yerhalten» wie der 
tJntersehied der lieiden letzteren zu der kleinere^ yon 
diesen; oder aacb umgekehrt ($. 26.) die kleinere yon 
den beiden ersteren zu deren Unterschiede sicli yeihal- 
ten, wie die kleinere yon den beiden letzteren zu de- 
ren Unterschiede. 

Kürz ausgedrückt; wenn Ax S^^C: JDj 

80 ist auch getrennt (dlvidendo) 

A—B: B=C-^D: D; oder B: A—B^^^D: C—D; 
undB— ^: A=:D—C: C; oder A^ B—A=C: D—C. • 

§.34. Satz XIL (Eucl V, 19. Zus.) Wenn yier 
Gr&Isen A^ £, C, D geometrisch proportionirt ai^d, und 
die erste A ist grofs^r als die zweil;e Bj und daher 
aucl^ (§. 24*) die dritte C gröfser ak die yieite D: so 
yerhält sich auch die erste A zu ihrem Ueberschufs 
über die zweite £, wie die dritte C zu ihrem Ueber- 
schufs über die yierte D. 

Kurz ausgedraekt: Wenn Ai B^C: JD, und -^>B, 
und ebenso ($. 24.) C^D: so ist auch zurückkeh- 
rend (convertendo) A: A — B=C: C — D, 

Beweis. 1) Da A: B=^:.D{Y6rmss^) so ist: 
(§. 17. 18.) zugleich 



AzTLrB: oder ^s=-^ — BiO^tr A^ ^B und <^* B; 

und fc= rDi oder Chzr^D: oder C> ~D und ^^^^D i 

oder es ist zugleich 

A n ^ A ^ ^ 

B=^i oder B^=^~Ai oder B -^—Aund ^rj^A ; 

und J>=.—-; oder JP -~! ' Ci oderD^^—- Cnnd > ■ '^ - ■ C^ 

indem r und n beliebige ganze Zahlen bezeichnen; je- 
doch so, dafs, wei^n die Gröfsen commepsurabel sind, 
r.>-7i sey, im Fall sie aber incommensurabel sind, r we- 
nigstens nicht <;i sey (wie im Bew* $. 3i.), 
^Isdann ist aber auch zufi^leich 

und C-ö=(i~i.)c,*Dd.C-Z>=/i— -)c,- . 

od.C-i»(,-^)^„.<(.-.±.)c.. 
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d« h. « kt iowobl ji^Bs=2^A; od. A^B=:£^Ji 



od.A — Ä^ — jinnd ^ — i — A und lunsomffhr ^ ^^,' 




od. C-I>>—C und ^^^^:2±iC und omsomehr <C:2i:lC- 

Demnach ist '{p 17, i8.> A — B: A^C^-D: C, und daher 
auch umgehrt ($^ 26.) A: A — JB=C: C— D. 

2) (F^. 14. 13*. 16. 17.) £s aeyen die Grofsen^, B, 
Cy D durch die Linien EF^' FG^HJ^ JK dargestellt, so 
dafs EF: FG^HJi JK sey. So stellen EG, HK äie üe- 
berschüsse A — JR, C— D der gröfseren über die kleinei^en 
dar: und ea ist zu. beweisen, dafa auch EF: EG^^HJi 
HK sey. ^ 

Zu diesem Ende nehme man beliebige- Glejchyiel- 
fache (die rfachen) von den Gröfsen £6) F6, ITKf JJt, 
welche die Linien ^Af, LP, NO^ NQ seyen. So sind ($. 6.) 
PMf QO die nämlichen Gleichyielfachen (gleichfalls die 
rfachen) yon den Gröfsen EF HJ. Femer nehmq man 
nodi beliebige Gleichvielfacne (die nfachen) der' jGröf« 
»cn EFj HJ^ welches die Linien PJR, QS seyen. 

{Fig. i4v.iS0 Wenn 'iv^K» ^Q ^^ sugleich 

PR ^\PMmiiQ^^QOx folglich, da PM^^LM, und 

QO^NO ($.4^5 «o "t in beiden Fallen PÄ>LM, und 
a$>iVO; da» ist nEF^rEGy und nHJ^rHK'y oder «u- 
gleich mrf>r(^-r.JB), und nC^r(C—D). 

(Fi^. 16. 17.) Ist aberr>'ii; so ist zugleich PJVf^PÄ, 
und QO^QS. Femer, da sowohl PM und (>0, als auch 
PÄ und ^»S (Constr.) Gleichrielfache der Gröfsen £F, 
HJj die ersteren nämlich ihre rfachen» die letzteren 
ihre nfachen sind: so werden die Ueberschiisse der er- 
steren über die letzteren, RM und SO ($. is.), entwe- 
der den Linien EF und HJ selbst gleich (w6nn näinlich 
r^n-f-i), oder Gleichvielfache derselben (nämlich die 

r — Tifachen) seyn.. Da nun £F: FG==HJ: JK (Vorauss.) 
so ist (5. 28.) sowohl EF: rFG=HJ: rJK, 

als auch (r— ?i)£F: rFG=(r—n)HJ: rJK; 

d.h. es ist ia beiden Fällen RM: PL^SO: QN. 



3o 

Dalier Ut ($. 34.) isiiglm«^ 

Pl\=IrM, und 

(>) . • 
Folglicli ebenfalls zugleich 




oder' itigleicii 



i 



' 'l»llj=[l,Äf, und 
i. hi 6i ist ungleich 
■ ' *iJEK=iJrEG« Und 

oder zngleicli 

nA^^UA—Sii tnd 



ih 




£äj mögen dfthcfr 7i und f gaii20 ^ahleä b^zeiclinetii 
-welche man immer urilli oder man trfag. GleichTielfstch«? 
der ersten ^ und der dritten d und so aücb der zwei- 
ten A-^B tittd^dfer vierten C-^D annebmiön^ welcbe man 
"will i io sind die Vii&lfocben der erstefi A und der äswei-« 
ten A-^Bi und die Vielfachen dex' dritten C und def 
vierten C"^ immer ungleich entweder einander gleich« 
oder die einen zugleich gröfser , odei' Zugleich kleiner^ 
als die anderem Denmach ist (§4 19^) At^ A—B^s^iCi 

§. 35. 25uäat2i 1. Wenn tier GrÖfseri A, S, (7,Ö 
roportionirt sind, und eit ist die erste A Meiner ali^ 
Je zweite £, und dahei' atich ($f 24.) die dritte C klei- 
ner als die ticfrte i>:-ßi»i Ht auch umgekehrt Bi A=^Dz 
C (§4 26.)^ wo alsdann die erste 5> die Zw<iite Aj und 
die dritte I>> die vierte C, Folglich ist (6. 34.) B : 
B—A=BiD-^C. 

$..36. Zusatz 2. Daher wird allgemein, wenn zwei 
tingleiche Gtöfsen A und£ dasselbe Yerhältnifs zu ein-« 
^ ander haben^ wie zwei andere ungleiche Grdfsen C und 
D: auch die gröfsere von den beiden ersteren zu dereif 
Unterschiede sich verhalten ^ wie die gröfsere von den 
beiden letzteren zu deren Unterschiede J oder auch um-« 
geljLehrt (§. 26.) der Unterschied der beiden cfstet'efl 
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sich SU der grofaerea Ton denBelben rerhalten, ^ie dtr 
ünterachied der beiden letzteren zu der grörseren von 
diesen* 

Kur« ausgedrückt: wenn Ai B=C: D 

so ist auch zurückkehrend (convertendo) ' * '' 

A: A—B=:Ci C—Dy oder A^Bi A^C—D* C* 
und B : B^A=B : D-C, oder B-A : B=I}^c\ jT. 

, §. 37. Zusatz 3. Und noch allgeme^iner , wenn 
zwei ungleiche Gröfsen sich ebenso zu einander reri 
halten, wie zwei andere ungleiche Gröfsen : so verhalt 
sich auch die eine oder die andere von den ersteren 
zu deren Unterscheide, wie die homologe, oder die der 
ersteren der Ordnung nach entsprechende von den letz- 
^t^Pvk ^^\ ^^'^^'*«^*^*«^« d®^ letzteren; und umgekehrt 

5. 38. Schblion; Unser Xltter Satz ^ird irriger 
Weise gewöhnlich dem igten Satze des B. V. der He- 
mente als Zusatz beigefügt, und aus diesem mittelst des 
ibten abgeleitet | da es auf diese Art scheinen könnte, 
als ob derselbe blofs von vier Proporiional-Gröfsen von 
einerlei Art gälte, was keineswegs der Fall ist. Dief« 
haben auch Simson in den schön angeführten Noteik 
p. 3i6.*) und Clavius in seiner Ausgabe der Elemen- 
te Vol. I. p.5ii. bemerkt, welch' Letzterer jedoch Stel- 
lung und Aufschrift desselben nicht geändert hat, viel- 
mehr deuselben ausdrücklich mit den Worten: hino 
facile demomtrahilur'' beginnt ; ob er gleich an die Stelle 
des fehlerhaften gewöhnlichen seinen eigenen richtigen 
aus den Sätzen 17. und 18. des V. Buches abseleiteten 
Beweis gesetzt hat. o ^** 

$. 39. Satz Xm. {Eucl V, 18.) Wenn vier GrÖf- 
aen geometrisch proportionirt sind ; so verhält sich auch 
die Summe der beiden ersteren zu einen von diesen 
wie die Summe der beiden letzteren zu derjenigen von 
diesen, welche der in die Proportion aufgenommene!« 
ersteren der Ordnung nach entspricht 

Das ist, wenn Ai B = C: D: 

Ho ist auch verbunden (componendo) 

A+Bt \ihc+I)\^} 

Beweis, i) Es ist nämlich (verm- d* Vorauss- u* 
^4 17« lö.) 

*) Matlhias p. €7« 
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waMd» jiz=:rBs oder jissI^Bi odtttA^~B und <!iij^- 

und CssrD; oder C=JLD} oder C>-iLZ>nnd <^"^"'g- 

n I» a 

und daher auch zugleich 

y^4-Äii(H-i)B,od. .^+Jfc=d::?ÄoA^+B>I±iöa. ^ ^+n+i ^ 

und 

c+zh^tr+i)/?, od. (M-zfad::2j?;od-c+z)>dL?z>tt.<d2±iD. 

Folglich ist ($.1 i. 18.) A+S : B=0{:D i D; 
oder die Summe der beiden ersteren verhält sich znia 
Hintergliede unter denselben, wie die Summe der bei-r 
den letzteren zuin Hintergliede UQ^er diesen. 

Nun ist, wenn A: B=-Ci D, auch umgekehrt ($. 26.)l 
Bi A=^D: C; upd« daher yermöge äes, so. eben Bawie« 
senen auch A-^B: A=C'{-D : C * 

2) (Fig. 18. 19. 20. 21.) Es Beyen die Gröfsen^,^, 
C, D durch die Linien EG, FG, HK, JK dargestellt, so 
dafs JSG: FG=HK: JIL So stellen £F, FJ die Sum- 
men -<rf-}r^> C-[-D jener Gröfsen dar, und es ist zu be- 
weisen, dafs aucA.JEF: {^|j=Ä/;jÄ ' 

Zu diesem Zwecke nehme maii beliebige Gleiohtiel« 
fache (die nfachen) der Gröfsen £F, FGj HJ, JK an, 
welche die Linien PM, LP, (^O, NQ seyen. So sind 
(§. 7:) die Linien LM, NO die nämlichen Gleichviel-" 
fachen (gleichfalls die nfachen) der Gröfsen EG, HK. 
Sodenn nehme man noch beliebige GleichTielfache (die 
rfachen) der Gröfsen \E(?, l/iiC, welche die Linien tRj 
NS seyen. , ' 

{Fig.. i8» 19.) Wenn nun ^[^|'*i 00 i^t zugleich 

[lä, und N01^\ns\ folglich wird, da PM>LM^ 

tmAQO>NOy in beiden Fällen zugleich PM>LR, und 
QO>NS', das ist /iFF> r£G, , und 7tHJ>rHXi oder zu- 
gleich h(^-f JB)> rA, und n(C+D)> vC seyn, 

(F/g*. 20. 21.) Ist aberr>n; so ist zugleich Ul>^I/Mi 
und iVlS>iVC>. Ferner, weil sowohl LA und NS, als 
LM und NO (Cpnstr.) Gleichvielfache der Gröfsen EG^ 
HK sind ; ' die ersteren nämlich ihre rfachen , die letz- 
teren ihre nfachen: so werden die Ueberschusse BJSt 
und SO der ersteren über die letzteren (6. 12,) entwe- 
der den Gröfsen EG^ HK selbst gleich (wenn nämlich_ 
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r=7t4-i)9 oder Gleichrielfaclie ebendiea er Größen (nfim«^ 

lieh die r^-^Tifachen) sejn. Da nun EGi FG=HKi JA 
(Vorauss.); so ist ($.2a) sowohl EG i nFG=HKinJK^ 
als auch ir^n)EGi nFG=:=(r^n)HKi nJKi 

d» h. es ist in beiden Fällen Rftt LPos:SO : NQ. 
Daher ist (§• s40 zugleich 

LPh=\RM, und iVa=WD. 

Fojguoii auch sagleicli 

LP-{-LM\==)RM-\-LM,nJfQ^N0l=ls04']!f0i 
oder Eogleich , 

PM=>UR, und (^oj^WJ: 
das ist zugleich . ^ ^ 

iiJEF!=frJSG, und nJEfj|==|rHXi 



oder zugleich 
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n(^+JB)j=W, und niC+D)l^h^a 

Es mögen da^er n und r ganze Zahlen bezeichnen« 
welche man immer -will, oder man mag Gleichvielfache 
der ersten A-j^B und der dritten C-^-Dj und so auch der 
zweiten^ una der vierten C nehmen, welche man will} 
6a sind die Vielfachen der ersten A-^By und der zwei» 
ten Af und die Vielfachen der dritten C-^D und der 
vierten C immer zugleich entwedei^ einander gleich, 
oder die einen zugleich gröfser oder zugleich kleiner 
als die anderen: und daher ($. iq«)- 

A+Bt A=(>^l)i a 

Auf die nämliche Art läfst sich auch beweisen., wenn 
man nach den ersten Gleichvielfachen (den niachen) 
PM, LP, QO, NO der Gröfsen jEF, PG, HJ, JK, voh 
den Punkten If, iv an gegen die Punkte P, Q hiui Gleich^ 
vielfache (die rfaphen) der Gröfsen FGt JK, annimmt: 
dafs ^+Ä: B=Ct{-2): D sey. 

§. 4o. Scholion i. Hieröm Saccherius in! 
seiner Schrift: Euclides ab omni naeva plndicatusi siue 
conatus geometricus, quo siabUiantur prima ipsa universae 
Geometnae primupia^ p« iii.fg. und Simson in den ar 
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feführten Noten p. 3i4« *) machen die richtige Bemer- 
ung: der Beweis des Torhergehenden Satzes, so yvie 
er gewöhnlich in den Ausgaben der Elemente Torgetra- 
gen wird, sey dem Geiste £acli4*s nicht aftgcmessehi 
nocb überhaupt richtig, da derselbe postulire, was nir- 
gends vorher gezeigt worden sey: zu drei gegebenen 
Grofsen die vierte geometrische Proportional-Gröfse zu 
finden. Die Art aber, wie der Erstere (a. O. p. ii5. fgg.) 
diesen Fehler verbessern will, wird von dem Letzteren 
mit Recht verworfen (a, O. p. 3i5. fg»**)). 

$.41. Scholion 2. Der XII. Satz läfst sich auch 
aus den Sätzen XL und -XIII. mittelst , des Yllten fol- 
gendermafsen ableiten. 

Wenn A: B=Ci A wobei A> B und daher ($.24.) C> Pj 
so isf ASiBz^C—D: D verm. Satz XL 
und B: A^B=Dt C^D verm. Satz VII. 
Daher 

jB-f-^— jB: J^B=D+(>-D : C— D, verm. Satz «III. 
das ist ^: A — B=C: C^-D^ welches der Satz XII. ist. 

Diefs ist auch die Beweisart, welche Cl^^ius an 
dem oben ($. 38.) angeführten Orte der gewöhnlichen 
substitiiirt, und welche auch Simson in seiner lateini- 
schen Uebersetzung der Elemente p. i36.**^) aufgenom« 
men hat. 

§. 42- Satz XIV. {Eucl V,ii.) Verhältnisse, wel- 
che einem und , demselben dritten Verhältniste gleich 
sind, sind unter sieh selbst gleich« 

Das ist: wenn At B==C: D, 

und C: D=Ei F; . - * 

so ist auch A: B=Et F^ 

Beweis. 1) Wenn nämlich der Exponent des Ver* 

haltnisses A^zu B entweder r oder — ist. oder dieGren- 

n 

zen desselben ~ und ^^' sin^; so ist, da ^: JB=C: I> 
(Vorauss.)» aoch der Exponent des Verhältnisses C zu JD 

entweder r oder — ^ oder die Grenzen desselben sind 

n 

-^un d .($' *7« *8')2 und daher ist auch, da C: 

n n * 

D=sE : F, der Exponent des Verhältnisses £ zu F ent« 



*) Matthias p. 6S. 
••) « - p. 64-%» 
*••) p. 66.%. 
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weder roder— , oder die Grcngea d^aaelbw'.«i«d 

-£- and -!±i-(J. 17. la). 

a) Man nehme wn den Grafseii Ai C, E beliebige 
GleichTielfache nJi nC, nE, und Ton den Gr^faen % 
A F ebenfalla beUebige GleichTielfaöhe rB, rü, rFi ao 

i«t, wenn R^j=jrB, auch B4=[r/> (§, 19.) dtiAi B=C» 

D (VoransBe). Wenn aber fia==)rAaoi«t auck 00== jrF 

($. 19) ilaC:D=Ei F (Voraus».). Daher iat auc^Ju. 

gleich iturft=v5, und 7iK=SrFs 

und folglich •($.' i^.> J: JB=JSr F< 

5. 43. Sat« XV- {Eucil Y 12.) Wenn gleichartige 
Grofsen von beliebiger Anzahl A, C, £, 6 u.s.w. tu 
eljensovielen anderen (gleichfalls sewohl unter ^idi, als 
mit ersteren, gleichartigen, g. iS.) Ä, D, F, If Ua s. w. 
le eine der ersteren zu .einer der letzteren einerlei Ver- 
haltnifs haben; so daff ^s J8=C: D=iE: F=G; Hui$,v,^ 
•?i Jfr^öt sich auch ^e Summe aller VordergUeder 

^st^T^"^T"-®'^^ '^ ^^^ Summe aller HintarSlieder 
■^T^H-^+^+ u. s. w. ame eitles ;der Vordergliedeir -rf > zu 
seinem Hintergliede B., . 

.B6weis/it) Paaamllch ;rf: JJ^C: Dss^Et Bs=Gitf 
ttri^^k (Vorauss.>'SO.;Ut ($• 17. i8a) zugleich 

-rf= rB, oder -dfs=~i?, oder ^>~Ä nod ^^»/ 
€==r/>, oder C&=4"A oder C>^2>ttnd ^^^D - ' 
i5s=rF, odar &=-2-F> oder JB>—ir und ^!^/?»> 
Gr=rH, oder (fcs~-Ä, oder c;>-£"£rimd<?±i.Ä 

", * v" II 

f olglidi auch ($. 6,) -rf-j-C7-f-^H*®4* «• «• Wa 
eatw«ler==5r<Ä+iHT/t]UÄ+tt.».w.)od. ÄLiL(4+2>44?4^+,i.,.'w.jt 

«te> -T-CÄ+ö-HRf J5f+tt...».) tt.> dbifiH./»+/'4Jf+tt.».w.> 

Woraoa der Sau ($« 17. 18.) erbellt. 

5» 



t 



^ 36 



*- • • i . j : I 



i)Di A: B=Ci J>=E:.F=zGi U u.s.>r. «o ist .20- 
gl«ich (9» ig.) 



".'.'> • • ■' » »> !{•..].. ! ' !: 



>«. . • ,' . i-^-^ l ».'' V •' 'I ■' J •;■♦': 






• r 



• « 



indem n und r .beliebige ganjfe ZaUea bejseiGhnea« 
Daher ist anch 

das ist ($• 5.) .'.'•*, 




• • . I • . I ' 



)• nachdem 
Datier ist 

•$. 44» Ziisats u (EucI Vi i5») Wenn die GrSfsen 
'ul, C, £, Ga.s.w» ((inander gleich* sind; • und ebenso 
auch die GroCseix 3» A •''^ ^^* b» "^^ L ®^ werden die 
Summen A+C^E+G-^n. s.w. und S+l)+F+H-{-n.n*yr. 
GleichTielfache der Grofsen A and B. Daher yerwan* 
delt sich alsdanii der Satz in diesen: 

, , At JJ=:/)^: pBi 

indem p irgend feine ganze Zahl b^^eidhnet :' das ist, 
2wei Grofsen rerhalten sich zu einander , wie beliebige 
Gleichtielfach^ derselben; oder gleicÜ-^aliquote Theiie 
rweier Grofsen haben das nämliche Verhaltnifs nu ein- 
ander> wie die Gvöfsen selbst. 

$. 45. Zusats >• Ebenso haben audi gleich-ali- 
quante Theiie Zweier Grofsen daiselbe Terbfiltpift te' 
einandcri wie \difii Grofsen selbst 
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27enn wenn pR =s ^ nnd pS =: B, 

oder R =-ii< und S =!.£; 

P P 

ao ist alsdann Ri S =pR: pS {§. 44.) 

< oder Ä: 5= ^: JB 

und ebenso fi : <$ = mA : mS ($. 44.) 

oder B: iS=2!^. !ÜU. 



P P 



DaW ist auch ($.4«.)^^: ^B=At B 
bid«ai m und p beliebige fguißa: Zahlen beaeieb^ftw 
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Die S&ue von den unaleiclien Verhältnis- 

seü jmit ihren, blos aus den Definitionen 

lüttdSätzen des V- Buches der Elem^ente 

abgeleiteten Beweisen; 



$• t. Aufser deii bei Eoclid Jn den Elementen 
Torhommenden Sätzetr'^ft'd6n üngleti^hen Yerhältnisseiii 
nämlich dem 8ten, loten und i3ten des V. ßncheo, giebt es 
noch manche andere, von welchen sich b^i Euclid in 
den Datist bei Apollonius, Pappua und rielen an- 
deren Geometem näufige Anwendungen finden. Meh- 
rere dieser Sätze sind in den Lehnsätzen , welche 
P a p p u s {Collect. Math* Lib. YII.) den Büchern des A p o 1- 
lo^nius de sect rat et spat, yörausseschickt hat, vom 
3ten his zum iiten enthalten: jedocn sind die. meisten 
Ton diesen nicht in der Art ausgesprochen, oder bewie- 
sen, vlafs isie Ton'Grdfsen jeder Art yerstanden werden 
könnten (es war nämlich für den dortigen Zweck blofs 
nothwendig, sie für gerade Linien geltend zu macheia) ; 
indem der Verfasser, was den Ausdruck betriff);, ron 
den in Rede stehenden Gröfsen gewöhnlich im Neu- 
trum, undf wie es scheint, eher unbestiitimt, als allge- 
mein von jeder Gröfse ifieysd'Si^i zweimal aber, im gtea 
Lehnsatze und im Beweise des 8ten im Femininum 
als Ton einer Bv&Biq spricht, und auch im iiten etwas 
von den Rechtecken beifügt; und in den Beweisen 
verlangt wird, zu drei gegebenen Gröfsen die vierte, 
oder zu der ersten, zweiten und vierten die dritte Pro- 
portionalgrölse zu finden; welche, wenn die gegebenen 
Gröfsen gerade Linien sind, der 2te Satz finden lehrt. 

Wie dem auch sey^ so scheint es> dafs diese Sätze' 
von den Auslegern upd Comnientatoren der Elemente, 
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CämBanua, (in der Arabischen Version des Nisisired« 
din nnden sie sich nicht) Gommandin (welcher aus- 
drücklich bemerht, dafs er dieselben aus den Collect 
Math. Aes Pappus, tinr i^ veränderter Ordnung und 
mit einigen Beisätzen und Weglassangen übertrage), 
Clarius, Tacquet, Barrow, Baermann und andern^ 
aus Pappus aufgenommen worden' seyen: jedoch *^o, 
dafs dieselben, obgleich sie von ihnen theils.dem 
VI. Buche der Elemente vorausgeschickt, theils alige« 
mein, ala von allen, Gröfsen gültig, ' ausgesprochen wur- 
den, dennoch nicht ohne jenen Lehnsatz von d^r dint- 
ten oder vierten*" Proportionale bewiesen sind} iriderji 
Mehrere diesen Letzteren, wiewohl zugleich auch we- 
gen B. V, 18. und XII., sogar ausdrücklich als Axiom 
. oder Postulat, dem V. Buche vorausschicken (ni. s. die 
Abhandlung Pfleiderers über die Kreismessung'^. 5]; fg.). 
Es wird indessen erhellen^ dafs dersr^be für den Be- 
weis jener Sätze von den ungleichen Verhältnissen ent- 
behr^lich sej, wenn man sie unmittelbar auf die Defitii- 
tionen und Sätze des V.Buches zuiVickführt. Ürid diefs 
werden wir in der Ordnung auszuführen suc^i^n', dafs 
wir zuerst diejenigen Satze feststellen,' welöhe sich 
auf zwei oder mehrere ungleiche Verhältnisse a,l Ige- 
ln ein beziehen; und so denn {§• 4^*fgg*) zu deYijei^i- 
Sen übergehen, welche nur dann gelten, wenn die Glie- 
er des einen Verhältnisses mit den Gliedern des an- 
dern, oder der anderen gleichartig sind« 

§. 2. Lehnsatz I. Gleicher Gröfsen, oder der 
nämlichen Gröfse Gleichvielfache sind gleich, ungleicher 
hingegen ungleich, die der gröfseren nämlich gröfser. 
Umgekehrt, sind Gröfsen, deren feleichi^ielfache^ gleich 
sind, einander selbst gleich ; von welchen sie hingegen 
ungleich sind, einander selbst ungleich, und zwar die«- 
jenige gröfser, deren Vielfaches gröfser ist. 

Kurz ausgedrückt: 
Wenn Az=JB^ so ist auchii*^=:»w^; "wetin-^^^^ J5,so is t aucb/n Al^ mB: 

indem m und H beliebige ganze Zahlen -bezeichnen. 

Den Beweis ^iehe in d. angef. Abhandlung Note* 4* 
•£u $« 48. ' • ^ 

§. 3. Lehnsatz II. Gleicher Gröfsen oder der 
nämlichen. Gröfse ungleich- vielfache sind uncleioh, das- 
jenige nämlich gröfser, welches mehr-vielfacn ist. Glei- 
cher Gröfsen oder-der nämlichen Gröfse gleiche Viel- 
fache hingegen 'sind gleich- vielfach $ ungleiche aber un- 
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glelchrTielfach, datjenig« nämlidi mehr-yielfacb,, "welchea 
dat grSfsere ist. , 

Kura ausgedrückt ^ 

irenn A=B, und m >• n, so ist m^^TiJ}, 

, . ■^— «; — — ■; — mA ^nB tt» > n, 

indem m und n beliebige ganze Zahlen bezeichnen. 

Beweis* Wenn m>7i, so sey m=7i-f-r; so wird^ 
da A^B, (§. 2.) mA=in+r)B=(J, i.)n^+rJ5>/i58ejm: 
WOTaus sodenn das Üebrige folgt. 

.$, 4« Lehnrsat^z IIL Wenn man Ton irgend einer 
GrSfse A zuerst irgend ein Vielfaches mi^^ und sodann yoq 
diesem Vielfachen mA wieder irgend ein Vielfaches n(mA) 
nimint; so ist es dasselbe, wie wenn man in unligekehrter 
Ordnung zuerst das zweite Vielfache (das nfache), von der 
Gröfse A^ und sodenn von diesem tiä das erstere VieU 
fache, (das mfache) m(nA) genommen hätte. 

. Kurz ausgedrückt : n(rnA) = ininA)^ 
indem, m und n dasselbe, wie $. 2. 3. bezeichnen. 

.Beweis*. Da man das Vielfache mA erhäh, wenn 
man die Gröfse A so oftmal nimml:, als Einheiten in 
der ganzen Zahl m enthalten sind,^ oder da 

' mA^=A-\'A-\'A-{'A'\- , ^ 

wobei , die Anzahl ^er A rechts von dem Gleichheits- 
zeichen m ist: 

so ist (V, 1.) n{mA)=anA'\'nA^nj^nA-\' , 

wobei die Anzahl der nA zur Becnten des ' Gleichheits^ 
Zeichens gleichfalls m ist. 

Sonach ist aber nA-^nA-jr^'^nA-^^ =m(nA) 5 

und daher n{rnA)'=^m(nÄ\ 

§.5. Satz L Wenn Ton vier Gröfsen A^ J9, (7, D 
die erste A zu der zweiten B ein grofseres Verhältnifs 
hat, als die dritte C zu der vierten D ; so hat umge- 
kehrt {iTwerse) die zweite B zu der ersten A ein klei- 
neres Verhältnifs, als die vierte Z) zu der dritten C 

Kurz ausgedrückt : 
wenn Ai B>Ci I>,soist Bx A<DiC^oäerD: C>B:A. 
Beweis. Da A: B.>Ci Z> (Vorauss.), so lassen 
«ich (V, Defc 7O von den Vörd^rgliederji A, (7, und 
von den Hintergliedern B^ D Gleichvielfache annehmen!, 
so da£B « 

mA^nBi mCrZ]nD ist. 

Wenn nun mC<inJDn oder nD^-mC, so. wird, da 
nB< mA^ der Sats vermöge V» Def; 7. richtig seyn. 



41 

Ist aber mCss nDx so sej, da mA^nB, 

und 1 8 1 e n 8 JSJ^ j-'^ > so i^t, ivenn man diese letzteren 

■' _ abziekti 

nB ^ (m— i)-^: 

und da nD=imC (Vorauss.) >(m — i)Ci 80 ist der Sats 
wieder yermöge V, Def, 7. richtig. 
Wenn nun 2tens £<-^» ^ 
so nehme man irgend ein Vielfaches Ton£, z.B. r^'^A 
(V, Def. 4.) 5 

so ist alsdann, da iLB-f-£=m^i 

auch ($• a.) r{nB+E), d. i. (V, !•) r,nB+r£=:r. m^; 
und es bleibt, "wenn man rE>A' abzieht» 

r. nB <^(r.m — i)A. 
Da aber nD^mC, so ist (5.2.) r.>LD==r, mC>(r. m — l)C. 
Da nun n/tB, r.nD von den Gröfsen nB, nD^ und daher 
auch (V, 3.) von den Gröfsen B, D selbst : und ebenso 
t.niA^ r.mCy und daher auch {r.m — 1)-^, (r,m — i)C von 
den Gröfsen A, C Gleichvielfache sind : so ist (Y, def. 7.) 
D; C>B: A, oder B: A<D: C. 

g. 6. Zusatz. Ebenso ist, wenn Ai J3<C: 2), 
auch jD: C<Bi A^ oder JB: A'>D: C; denn alsdann 
ist C: D^Ai B, Und allgemeini wenn man dasjenige 
Yerhältnifs, gröfser als Tvelches ein anderes vermöge 
T, def« 7. ist, kleiner als dieses nennt ; so ist es leicht| 
das von den gröfseren Verhältnissen Vorgetragene auch 
auf die kleineren anzuwenden, wenn man durch Ver- 
setzung der Verhältnisse dasjenige, kleiner als welches 
das andere ist, als das gröfsere setzt. 

§. 7. Satz n: Von sechs Gröfsen ^, J?;C, D; 
Ey F, von welchen die erste A zu der' zweiten B ein 
gröfseres Verhältnifs hat, als die dritte C zu der vierten!) 
und die dritte C zu der vierten D gleichfalls ein gröfseres 
Verhältnifs hat, als die fünfte E zu der sechsten JP, 
wird auch die erste A zu der zweiten B in sröfserem 
Verhältnifs stehen, als die fünfte E z\x der sechsten F. 

Kurz ausgedrückt: wenn A: B^Ci D, 

und C: D>JB: F; 

SO ist auch Ai JB>£: F. 
Beweis. Da Ai B>Ci D, und C: D>E: F, 

so seynach V,def.7.mi<>»B,mC|^|'«J^t ™* pO^D^ 

p£ i<(^^> indem m, n, p^ q bestandig ganze Zahlen 
bezeichnen : 
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so Ist auch (}.»•) A'.wtCj'^lp. nD, m, pC^m^^D, 

oder , p.nD^^\p'ntC, p,mC^m^qD {%ik*) 

ttad daher p^nD'^m^gV, und (i,S,) p,7i^m.q, 

und folglich auch (J. 3.) /r. »j^^ w, qB : ' 

und da nui'^nB, n» dah. Skuc hp.myj'^p^ n.B (§ ♦ ^,); 

so ist unösömehr , p- w^^ ?/«. öJ5, 

öder m,pA^m.qB (J. 40 »ro^ P^y^ 9$ ($• *•) 5 

uud da überdieis /jjEjp^jy/',-^ , 

80 ist vermöge V» ^ef. 7. der Satz richtig. 

$. 8. Schotion. Diesen Satz haben einige Her« 
ansgeber der Elemente dem.i3ten des Y.ßuches als. Zu- 
satz beigefügt; und leyrar setzt ClaTius ausdrücküeh 
im Schol. zu T, l3. hinzu: dafs sich derselbe auf die 
nämliche Art beweisen lasse, -wie Y, i5. seihst be- 
wiesen worden sey ; was sich {edoch nicht so rerhält. 

§. 9.) Satz III. Vier Gröfsen A^ J5, C, D, wovon 
je zwei A und B^ C und D eine^nder gleich sind, sin^d 
geometrisch proportionirt. . » 

Das ist wenn A=zB und (7=D, so ist Ai B=C: !>• 

Beweis. Nimmt man beliebige Gleichvielfache m^, 
mC der Gröfsen A, (7, und nB, nD der Gröfsen J5,. D ; 



sowirdyjenächdem iri^) = }/i^^auchmc=:Sn($.3.)u* mCc = 3/i2>($.i.3.) 

!<) (<) «ey^i 

das ist, es wiifd immer angleich mA<:=ynB, und mCl^^ynDseyn^ 

i "^7 V ^/ 

wornach (verm. V, dc£ 7.) A: B :=z C: D. 

$. 10. Satz ly. Wenn von vier Gröfsen A^ B^ 
d P^ entweder die erste A, gleich der , zweiten JS, und 
die dritte C kleiner als die vierte D ist;/)der die erate 
A gröfser als die zweite By und die dritte C nicht gröf- 
ser, als die vierte J) Ist; so hat die .erste AI zu der 
zweiten/^ ein gröfseres Yerhältnifs, als die dritte Czu 
der vierten D. ^ ' 

Kurz ausgedrückt: 

wenn A=JS und C-^D, oder wenn A^B und Cl ^Wß 
so ist A: By^C: D oder (§.5.) umgekehrt B: A^p:.C. 

Beweis.* istens. Wenn ^=^ und C<iDy so sey 

^o ist ' A : b]=z C-ir^E: DU, a.), 

und da C+E: D^ Q: J> (V, 8.); 

so ist auch -^ ; B > C: D (V, i5.)» 



■• 
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atens. Daher Ut auch, wenn ^>JB ond C=d}; 

oder D=C und B<,Ai 
vermöge des ao eben Bewiesenen D: C>B: A^ oder 
(5.5.) Ai B>C; D. > 

^ 3tens. Wenn •^>JB, und C<fD, so sey A=B+E. 

»o.fei * Ai B^ A: i+^(V, 8.), 

und u#.B+ig = C+Fi D {% . g.)} 

folelich j*.. Ä > C+F: D (V, i5.): 

und da noch C4-^: D^ Ci D (V, 8.), 

•o ist ^; J? > C: D (J.7.), 

5. i». SatB V. ümeekehrt, wenn von rier Grftf- 
aen A^ B^ C^ D, von welchen die erste A zu der zwei- 
ten B ein gröfseres Yerhältnifs hat, als die dritte C zu 
der Tierten D^ die erste A nicht gröfser als die zweite 
B ist, so ist die dritte C kleiner als die yiertö D: ist 
aber die dritte C nicht kleiner als die vierte D^ so ist 
die erste A grÖfser als die zweite B, 

Kurz ausgedrückt: wenn Ai B>Ci D^ 

so isl C</> weaii^|^|Ä; und A^B, wenn c[^ 7>. 

Beweis, istens« Wenn^: B>C;\D und ^fei ^ 

oderjB|^Jv<;. 

80 ist S: si'^]A: B (V, 7, 8.): 

daher B: B .^ C: D (V, i3, und J, 7,) ; 

da aber B : B = D: D {§. 9 ,) 

so Ist D: D > C: D (V, i5.), 

und daher i>> C, oder C<Ä (V, 10.). 

2ten8. Wenn Ai J!>(7t 2), uikf d^|z)j 
so ist C? i>|^|^.- i> (V, 7- Ö.), ' 

und daher A: B^'^ D: D (V, i3. u« $• 7.)« 

Da aber i>: /> = B; J? (g, 9.) ; 

so ist auch A: B ^ B: B {\y. i3.), 

and folglich ^ > -? (V,. JO.). 

$• 13.^ Satz YL Gleichvielfache, oder ^leicb-alir 
quote Theile der Glieder eines gböfseren Yemältnisses 
liaben auch ein gröfseres Yerhältnifs unter sich« als die 
Glieder eines Aleioeren Yerhältnifs, ^der Gleichviel- 
fachf^,* oder gleich-aliquote Theile derselben ; und , eben- 
so haben die Glieder eines gröfseren Yerhaltnisses ein 
gröfseres Y^hältntfs zu einander » als GleichneÜacHe, 
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oder gleich-aliquote Tfaeile der Glieder eines kleineren 

Verhältnisses. 

■ ^ ■' ■! —' II' 

lo ist auch mA : mB^ C: D, - 

A: B^nC: nl>^ 
und mA: niBp'nC; nDi nn4iimgekehrts 

indem m und n belid[>!ge ganze Zahlen bezeichnen. 
Beweis» is'tens. Da niA: mBz=:A: B (V, iS,), 
so ist, wena A : B'^ C: D ^ 

auch niA: mB^ C: D (V, a3f)* 

Und ebenso, wenn mA: mB^ C: D, 

^uch . . , A: B^C^.D(y^ iJ,), 

stens. Ebenso wird» da nC: nD = C: D (V, i5.), 
wenn wiederum A: B^ C: D, 

auch , As -ö > nC: nD (V, iSJ» 

Ucd wenn A: Bp^nC: nD, 

auch A: B'^ C; D (V, i3.) seyn» 

3ten8« Endlich» wenn A: J?>C; D, 

so ist 7nA:mB^Ct D (Tenn.d.&ew.nr.i.) 

und daher auch m^r mi?'^iiC:n/)<Term d.Bev.Bf.a«) 

Umgekehrt wei^i . mA:mB^nC:nD, 

so ist auch fA: Bp'nC:nD{nuu)f 

und daher A: Bp- C: D (nr. j.)t 

$.a3. Znsats i. Wenn daher A: B ^ C: D$ 
so ist auch 

m m 

JLA-^P^B 
mm 

und 

$. i4« Z US a 12 a* Und Trenn wiederum if: BP-C: D 

i^C:±-D 

so ist auch mA : mB^ < 

f-3-C: J-D, 
und -i-^.~Ä 

m m 




• * 



, S. i5. Satz Vn. Wenn von vier Gyofsen ^, 5, 
^, if, die erste A zu der sweiten, .£ ein gröfseres Yer^ 
bältnifs h^t) als die dritte C zu der vierten Z): and man 
nimmt Ton der erdten J und der dritten C Gleichviel- 
fachci und ebenso attch Gleichvielfache von der cwet« 
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ten B nnd der Tierten D; so f wird ..aacb daa Tielfrche 
der ersten A so der sweiten Bj , oder zu ihrem Viel- 
facben, ein grcMaierea Verhältnifa haben, als das Viel« 
fache der dritten C zn der vierten JD» oder zu ihrem Viel* 
fachen; und auch die erste A wird zu dem Vielfachen 
der zweiten £ in ^^öfserem Verhältnifa stehen» als die 
dritte C zu dem Vielfachen der vierten D» 

Kura ausgedrdckt: wen n j^: jg> £: JP; .. 

so ist anch mAi B'>mC: D 

Ai nB^ C: nD, 
mA: nB^miC: nD, 

indem m iind n beliebige ga)ize Zahlen bezeichnen. 
B e we is. M)a Ai B^Ci.D (Vorauss«) < so ist 

pA^qB^ pCf^l^D (V, def. 7) ; folglich ist auch (g^ 2.) 

, mqiA^m^ qS, m, pCj^j»'. ^ÜV 
n,pA^n. qB, n. i^W^j »• ^A 
m^n^A^ni^tuqB, m*9i.pC\'^]m.n,qD ^ 
•dsr (J. 40 K"^> fn. qB,p (wl^|=|'m; 9Z), 

n^pimA)^ m^(nB)^n,p{mQ^^\m.q{nD)$ 

und da Gleicbvielfache der Grofsen pA^ pC.\[ qB> qB^ 
auch Gleichvielfache der Gröfsen A^ B\ C^ X> aelbsti 
und ebenso Gleichvielfache der Grofsen p(rnA)^ pCp^Cj ; 
g{nB)y ^nD)'^ auch Gleichvielfaohe der Grofsen mA^ 
mC; nJB, nD ^V* 30 sind; so ist der Satz vermöge 
V> def. 7. richtig. 

$• i& Satz VlIL Umgehefart, wenn von vier Grof- 
sen Af By C9 Df die erste u4 zu der zw\siten£ ein.gröf- 
seres Verhältnifs hat| als die dritte C zu der vierten D: 
und man nimmt gleich^aliquote Theile der ersten^ und 
der dritten C, und gleieh-aliquOte Theile der zweiten S 
und der vierten!); so wird auch der aliquote Theil den 
ersten A zu der zweiten B^^ oder zu ihrem aliquoten 
Theile, ein gröfseres Verhältnifs haben ^ als der aliquote 
Theil der dritten C zu der vierten D, oder zu ihrem 
aliquoten Theile; und auch die erste A wird zu dem 
aliquoten Theile der zw>ei|en B in.gröfserem Verhält- 
nifs stehen», als die dritte C zu dem aliquoten Theile 
der vierten D, , 
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Rnr« ausgedrücki: Wenn A: B^-'C: ü' 

SO i$t äacb -^^ Ä.V^t n 

, , . I» '^ m * 

» n 

' m n ^ m ^ ~* 
Oder, wenn nuii - B^mCt A« 

oder \ ^: /ijBS» C: iiA 

oder m^: nB ^mC: nD^ 

so ist auch j4: jB > C: 2>/ i 

Beweis. Da m^: Jff>mC: 1), -^5 nJB>C: nD, 
m^: nB^mCi nß (Voraa68.)>-eo Äej (V> def» 7.) ' 

;»(iii^)>^(itJ?>, />(mC)|=|9(«Z>)5 
oder (Vi i.) (p.m)A'^ S'^r 0-»»>CJ ^j^i^, 

folglich ist (V, dcf. 7O w^ : iB > C^ A 

§.17. Zus. 1. Hiernach, «tnd Tennöge Ä. i5. ist , 
auclii wenii At jB>C: Z>: ^ '^ . < 

( B 

I». 
und A ) _ ( C 




m 



$. !&• Zus. 2. Ebenso ist an^ch 
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§• ig. 'Satz IX* Wenn von yler Grö&en J^ B^ 
Cy D, die erste A zu der zweiten B ein g^öfseres Yer« 
hältnifs hat| ala die dritte C ^va der vierten I)\ so wird 
auch die Summe der beiden, ersteren Ay B zu der zwei« 
ten B ein grofserea Yerhältnira habep, als die Summe 
der beiden letzeren C, D zu der vierten D. 

Kurz ausgedruckt: Wenn^ Ai B^Cx 2), 

so iat verbütiden (cöntponendo) A-j-Bi B^C-^-Di D. 

Beweis. Es sey irtrf^/LBj mCJ^J 7iD (Vorauss. 

und y, def« 1*yt so. ist, ,wenn man mJB, mD hinzufügt 

und da (.V, i.) ntA+)nB =im(A+B), mC+pd) = m(^C+D), 

und (V, s.) nJS+uiB z= (n+m)B, nD+mD = (it-j-m)A 

und daher mfA^-B)^ (n+m)B, m(C+D)i^]('*+m)D^ 

80 ist der Satz vermöge V, def. 7.. richtig. 

§. 20. Zus. 1. Auf andere Weise läfst sich di^^ 
ser S^tz auch so ausdrücken : Wenn der Unterschied 
zweier GrÖläen zu der kleineren von denselben in 
gröfserem Yerhältnifs steht, als der Unterschied zweier 
anderen GrÖfsen zu der kleineren yon denselben ; so 
wird auch die gröfsere Ton den beiden ersteren zu der 
kleineren vpn denselben in gröfserem Yarhältnif» ste« 
hen, als die gröfsere von den letzteren zu der kleineren 
von diesen. . - ' 

Denn wenn A-^-B : £> C— D : D ; 
so ist A^B-^Bi B^C—D+Di D, 

das ist A : £>C: D. 

-$. 21. Zas. 2. Unter der nämlichen Voraussetzung, 
wie in $.19«, wird auch die S^mme der beiden ersteren 
zu der ersten yim denselben ein kleineres Yerhältnifs 
haben ^ als die Summe der beiden letzteren zu der 
dritten. 

Denn wenn . A: B^C; D\ 

soJst umgekehrt (inverse) B: A-^D: C (§. 5X 
und dabei' A+B : ^<C+D: C (9. 19.) 

oder . ^ A\ ^-f J5>C: C+D (§. 51). 

g. 22. Satz X. Wenn von vier Gröfsen A^ B, C, 
Di die brste A zu der zweiten B ein gröfseres Yerhält- 
nifs hat, als die dritte C zu der vierten D , und die 
dritte C ist gröfser als die vierte D, und daher auch 
(fi. 11.) die erste A gröfser als die zweite B; so wird 
der Ueberschttfs der ersten A über die zweite B zu 
dieser B gleichfalls ein gröfseres Yerhältnifs haben, als 



ä^T UeberscliufB der dritten C ühii tlie vierte D, eti 
dieser vierten D; * 

Knte auagedrüchft Wenh ^; JJ>C: Du.C>D; 
und daher aach J^B (5.ii.); 
st^ist Buch getrennt (dwidendoyA-^ir S^C—D: D 
oder umgekehrt JB: ^— 5<P: C— D, 

Beweis. Es sey mA^rtB^ J(*}y\^\nD (Vorauss. u^ 

V, def. 5O; so ist ^5, 2.), weil Bf^C^ auch hDKnC^ 
folglich aus dem Gleichen oder um soviel mehr mJP<C^O^ 
und daher m^riy und riB^mJB, nJD^mD (§. 3.); und 
mCp^mD (§. 2.). ' 

Nimmt lÄan nun mjf, mD hinweg, ^ . 

Bo ist mA-^-fttS^ nB—mBy mO^mD i^]nD'^mp\ 

und da nach V,5.m^— »<B==m(^— J5), mCr-mD = m{C-rDi, 
und nach V, 6. nB—mB::=i (n—m) B, uD^mJ). r= (n^i»)i>; 

Ist nun n — m, welches eine ganze Zahl ist, ^1, so 
ist der Satz vermöge Y> def. 7. richtig; ist aber n — m=^i^ 
80 ist (§. 2.) r 

2m(^— £)>aJB, 2m(C— D) |^}2D; 

und da Gleichvielfache der Gröfsen m(^— B), rn(CS), 
Gleichvielfache der Gröfsen A^B, C—D selbst sind 
(V, 5.), so ist der Satz wiederum vermöge V, def. 7. 
richtig. 

$.^23. Zus. Diefs. läfst sich auch so i^usdrücken: 
Wenn die Summe zweier Gröfsen zu einer von beiden 
ein gröfseres Verhaltnifs hat, als die Summe zweier an- 
deren zu einer von dieseti beiden; so hat auch zu der- 
jenigen von der ersteren, welche das äinterglted • des 
gröiseren Verhältnisses ausmacht, die andere von diesen 
ein gröfseres Verhaltnifs, als die andere von den letz- 
teren zu derjenigen von diesen, welche das Hinterglied 
des kleineren Verhältnisses ist. 

Denn wenn A+B: B^^C+D; D, 
seist ^+JS— JB: JS>C-f2>— D: D, 

das ist J : B> C : D. 

§,24. Satz XI. Wenn ton vier Gröfsen A, B, 
C D, die prste A zu der zweiten JB ein gröfseres Ver- 
haltnifs hat, als die dritte C zu der vierten D , und es 
ist die dritte C gröfser als die vierte D, und daher 
($. 11.) auch die erste A gröfser als die zweite J?; so 
hiat auch die erste A zu ihrem Ueberschüfs über die 
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« 

swehe B *ein kleineres yerhältnifs ^ älä di^ dritte C kxL 
ihrem Ueberschufs übop die yierte 2)« 

Kurz ausgedrückt: wenn At B^Ci Ä^ tind t^Di 
folglich auch ($. ii.) A^B^ 
80 ist zurückkekrend (coiwertendo) 

Ax A—B<Ci C-^Ö, 
oder umgekehrt A — B: A^C--T): C. 

Beweis. Da A: B^C: D (Vorauss.); 
so ist getrennt A—Bz B^C^Dx D ($. 22.), 
und daher A—B-^Bi A^B<C.C—I>^Di C—D (fi. 2i.)i ' 
das ist Ai A-^B<C: C—D; 

oder A-^Bi A^^^C^D: C (§. 5.). 

$• 25« Zus. I4 Oder auch: Wenn die Sommit 
zweier Gröfsen zu eiüer yon denselben ein gröfseres 
Yerhältnifs hat, als die Summe zweier anderen zu ei- 
ner Ton diesen; äo hat die Summe d^r beidän ersteren 
zn der anderen Voü diesen ein kleiiieres yerhältnifs« 
als die Summe der beiden letztereü zu der anderen yoii 
diesen. , .1 

Denn wenn AA-Bi B >C+I>: A 
so ist A^-B: ^-f-JB—JB «7-1-1): C+D—D, 

das ist J±Bi . A <C+Di C; 

was aücn aus $• ii3. 21^ folgi 

$. 26. Zus. 2. Allgemein j wehii ton vier Grofseii« 
woYon dicf erste zu der zweiten ein gröfseres Yeihält- 
nifs hat, als die dritte zu der yierten, die dritte gröfser 
ist, als die viert d^. und dahdr auch ($4 ii.) ^ie erste 
gröfser als die zweite i ao hat der Unterschied der er- 
sterto zu einer von diesen beiden ein grofsäres Ver- 
hältnifsi als der Unterschied der letzteren zu ^iner yoit 
diesen beiden^ nämlich zu derjenigen, welche der in dem 
gröfsereh Yerhältnifs angenommenen der Ordnung nach 
entspricht. . , . . , 

§i '2'ji Zus. 3. Ebenso j wenii der Unterschied 
zweier Gröfsen zu der kleineren von denselben eiü 
gröfseres Yerhältnifs hatj als der Unterschied zweier 
andereil zu der kleineren von diesen; so wjitd auch der 
Unterschied der ersteren zu der gröfseren toii densel- 
ben in sröfs^rem Yerhältnifs stehen j als der Unterschied 
der beiden letzteren zu der gröfseren Von denselben. 

Denn wenn A-^B: B^C—D: D, 
so ist A^Bi A^B-^B;>C-^Di C— D-fJ) (§. iii.)t 
das ist ^— -B: A >C— D: Cj 
was auch aus $. 20. 24. folgt. 

Pßädtrers aoäd^ Schri/letu A 
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$. s& Sats Xn. Wenn r<m vier Gröfsen A^ B, 
*Cf Df die erste A za der zweiten B ein gröfseres Ver- 
hiltnifs hat, als die dritte C zu der yierten D, und die 
zweite B ist gröfser als die erste A^ und folglich auch 
($. 11.) die vierte O gröfser als die dritte C; so hat 
eine von den beiden ^ersteren zum Ueberschufs der 
zweiten B über die erste A ein gröfseres Verhältnifs, 
als die homologe von d^n letzteren zum Ueberschufs 
der yierten D über die dritte C. 

Kurz ausgedrückt: 
wenn A: B^ C: Dy utkAB^A^ und daher (fi.ii.) 

auch D>C, 

80 ist ^: B|— ^>|£|: D^^C, und umgehehrt« 

Beweis» Da A: 5>C: D (Vorauss.) 
oder Di C^Bt A (§. 5.), und B>A 

(Vorauss.), 
so ist getrennt D—Cx Cp^B^A : A (J. 22.), 
und auch D—Cx D^B^A: B (l. 24.), 

womach ^eichfalls (§. 5.) 

Ai B—A>Ci D—C, 
und B\ B—A^D: D-^C. 

§. 2q. Zus. 1. Wenh der Unterschied zweier Gröf* 
sen zu der gröfseren von denselben in gröfserem Yer- 
hältnifs steht, als der Unterschied zweier andern Gröf- 
sen zu der gröfseren yon diesen; so steht auch die 
^öfsere yon beiden ersteren zu der kleineren yon die- 
sen in gröfserem Verhältnifs, als die gröfsere der bei- 
den letzteren zu der kleineren yon diesen. 

Denn weiin A-^B t ^> C— D ; Ci 
»o'^ist A: A—(A—B)::>C: C— (C— D) ($. 2a) 

das ist ^ : B > C: D. 

§. 3ö. Zus. 2. Ebenso wird auch, unter derselben 
Yoraussetzupg wie in §. 2g., der Unterschied der bei- 
den ersteren zu der kleineren yon dieser in gröfserem 
Yerhältnifs stehen^ als der Unterschied der letzteren^ zu 
der kleineren yon diesen. ^ 

Denn wenn A — B: A^C—D: C, 
so ist A—Bi A-^A--B)::>C—D: C—iC—D) ($. 28.), 
das ist A—BiB >.(7— D^D; 

was auch aus Zus. i. und $. 22. folgt. 

$• 3i. Satz XIII. Wenn yon dreien Gröfsen A^ 
By C, und ebenso yielen änderen D, £, F, entweder die 
erste A zu der zweiten B einerlei Yerhältnifs hat, wie 
dif yierte D zu der fünften E, die zweite B aber zu der 
dritten C ein gröÜBcres Yerhältnifs hat, als die fünfte £ 
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ga d«r sechfiteii F$ oder 9ie ente A asa der «weiten B 
cria gröfseres , als die tierte D ra der fünften £, die 
Bweite B hingegen su der dritten C einerlei Yerhähnifs 
haty -wie die fünfte E $sa der sechsten F; oder sowohl 
die erste A za der zweiten JB ein grdfseres als die 
vierte D zu der fünften £, als auch die zweite B zu 
der dritten C ein gröfseres als die fünfte £ zu der 
sechsten F; so hat auch aus dem Gleichen {exaäquo) 
die erste A zu der dritten C ein gröfseres Yerhältnifiii 
als die yierte J) zu der sechsten R 

Kurz ausgedrüchti ; wenn * 

entweder Ai jB=2): JE! . 

und B:/ C^Ei Fj 

oder Ai B>Dt E 

und J8: C=Et Fj 

oder sowohl A : J8> Dt E 

als auch B: C>E; F} 

80 ist au^ dem Gleichen Az C^Di F. 

Beweis, i) Wenn A: JB=D: E, u.Bi C>£: f*, 

so sey rtiB^nC^ mJS|~|nJFICV, def.7.). 

Da nun nC<^mBy so ist AtnC>^AimB(Y, 8X 

und da Ax B=a6jD: E (VoraussQ ^folgL A: mB=D: mE (Yj 4.), 

so ist auch A: nC^DimE(y^i5.): 
und da mJE| r=|?iF, . so ist auch 2): wiEJ =|D: nF(V,7.8.), 

und daher Ai nC^Di nF 

CV,i3.J.7.), 
folglich^: C>D:F(5,ii,)- 
a) Wenn Ai B>D: £» und J3: C=JE: F< 
so ist umgehehrt (V, 4. $. 5.) C: B^=^F: E 

und B: A^Et t); 

folglich auH dem Gleiöhen Ci A^Fi D yenn. äes 

Bew. nr. u 
oder umgekehrt Ai C>D: F ($< ä<). 

3) Wenn sowohl A: jB>D: £« als auch Bi C^Ei F» 

so sejr f— -) f—- > 

»ojf> nB, niZ) \'P\nE, vai^ipB^qC, pE {Pw-^(V, def 7.) 
so ist auch h4 VjA \^\ 

oder (J, 4.) ^^^ *V 

panA'^p.nB, und p.nB^ n^qC^ 

und el>eii6o];y.mZ)|^|/^,nu6i iind/»,iiJE|^!n»y/''/ 

4 • 
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Da nanGleichFielfaiche der Gfoisen m^, mD; aC^ qF 
.aachGIeichTielfachederGröfaeii^» D; C, F sind (Y^.S.), 
90 ist der Satz vermöge Vi.di9f.' 7. richtig. . 

$.32. Satz XIV. Weti^ von dreien Grolaen ^, 
Bf Cf und ebenso rieleii anderen 2), E, F^ zeratreut 
(perturbatey entweder did ei^ste A zu der zweiten B ei- 
nerlei Yerhältnifa hat^ wie diel fünfte E zu der sechsten 
F, dagegen die zweite B zxi der dritten (7 ein gröiaerea« 
als die vierte D zu der fünften E; oder die erste A zu 
4er zweiten B ein . gröfs^ires Yerhältnifs hat « als die 
fünfte E zu der sechsten F4 und die zweite B zu der 
dritten C einerlei oder gleichfalls ein gröfseres Yer- 
hältnifs hat, als die vierte D zu der fünften £; so wird 
aus dem Gleichen auch die erste A zu der dritten C 
ein gröfseres Yerhältnifs habei!, als die vierte D zu der 
sechsten F. 

Kurz ausgedrückt : wenii 
entweder Ai B=E: F 

und B: C^D: E; 

oder . A: JB>E: F 

und B : C=D: E; 

oder sowohl A: 5>E: F 

als auch Bi C^ D: E; 

SO iA auch aus dem Gleichen A: OD: F. 

Beweis. 1) Wenn^^: B==E: F, und B: C^D: Ej 

so ley niB^nCs iiiJ!)feJ#iE(V,det7.); 

•«o ist nE: niF<^]mD:mF(y,7»B.), 

und da -<^: Ä:±£; F{Vonim&, ) folgl. Auch «^; niB = nE: mF (V, 4.) ,• 

' ■ * ■■ ' \ - ' 

80 ist aB(;h nA: mSi^^mDi viF 

\>^ (V,ji.i3.),. 
da aber mB'^nC^ so ist rui: nC > nA: mBQ ffi.^ 

und daher nAi nC^ mD: toF(V,i5» 

' und J» 7.); 

ÄJgHch ^.- Cy^ D. F(J. 11), 

2) Wenn ><: B>E: F, und B: C=Z); E, 
so ist iimgtkehft C: B = E: D (Y, 4. Zus.) 

und B; D^F: E {^ ^ 5.), 

fol^liob Ycnn* d/Bew. nr. i» C: A^F- D, 

oder umgekehrt " A: C^Di /^ (J. 5J. 
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3) Wenn A: B>E: F, and B: C>D: ß. 

•0 üi «uch 

p.mA'^ p,7tB, K^pB, oder p,ilB^ '*^C, 

»ad ebento 

nnd daher ,_1, 

^.Bi^>-ii,fC. p.mlH'^U.qFi 

folglich, da Gl eichTJel fache der Gröfsen rnA, rnD und 
<}C, qF auch Gleich vielfache der Gröfsen'^, D; C^ F 
aind (V, 3.), so "t vermöge V, def. 7. A: C^D; F. 

5. 33. SatB XV. Wenn von sechs Gröl'sen A, B, 
C'f D, E, F die erste A zu der zweiten £ entweder ei- 
nerlei, oder gröfseres Verhältnifs hat, als die dritte C 
zu der vierten D, die fürift» E eher zu der zweiten B 
ein gröfseres, ala die sechste F zu der vierten Z>j SO 
wird auch, die Sumpie der enten A and der fünften ß 
za ebendieaer zweiten B ein gröfseres Verbältnifj» ha- 
ben, als die Suihme der dritten C und der 8e<6h8ten F 
la ebendißser vierten V. 

ftnrz ausgedrückt; wenn A; Sj^jC: D, 
und ■ ß: Bp- F: D; . 

so ist A-^E: B^-C-^-F: D. 

Beweis 1) Wenn Az B—C: Du.Ei B>F: D, 
oder umgekehrt B: £<D; F ($: 5.), 

so ist ans demOleicben A: E-CC: F (ß. 3i.), 
folglich ' A-{-E: ^>C-fJ': C (5- ai.), 

undda A: B=C: D (Yorauss.) 

ioi»tauchau»d.Gleichen^+EtB>C+F: D (Ö- 3i.). 

2) Wenn A: B>C:\Z>, uni £; J>F: D, _ 

M> t*t «nch p^uip-p.nB, : p.mC'r^^p_.nD (J. 1.), 

n. m.^iFod.p.niÄ^w.^B.m.p.Fod.p.rB/'j^im.^fl (§. 1. 40> 

folgI.aiicb;>.m/f4-f.iR£>/f.R£-|'iH.fS,;j.inC4-p.m/^^!f>RlH'"i'9'^> 
oder (V, 3, 1. s.) ''^' 

j»,ni(^-4.JE')>(;f./H-iii.9)B,n, ebenso /j.ni(C+/^(5i'/'"+'"'')^' 
und daher «ucji A+E: ß> C+F: D Termine V, def- 7. 
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f. 94f Z119«' Qiet fiupli: wenn 

und E'-A: B > F— C: D; 



ao ist ^+J&-u<: B > C+F--C: D 
dasiat E : U> F 2 Ä 
(. S5, Satz Xyi. W^nn yoii s^chs Grofsen >/, B^ 
Ci D, Ey Ff die erste A zu der zweiten J? einerlei oder 
kleineres .Yerhaltnirs hat, als die dritte C zu der yier- 
ten D,^ die ffinfte £ aber fsu d^r zweiten B ein gröfseres, 
als die sechste F zu der vierten D ; und die erste A ist 
gröfser als die fünfte JE^, so wird auch die dritte C 

fl?öfser seyn, als die sechste F; ist aber die dritte C 
leiner alß die sechste F» so wird auch die erste A 
kleiner als die fünfte E seyn« 
Kiir;s aasgedrückt : wenn 

^: b|^}C: A and £: J5>F: A 
so ist C^Ff ,wenn A^E', und A<^Ej wenn C<jR 

Beweis. Ha A i -B|^)C; A «• JE- ^>^- ^ 

*^' (Voranss.) 

oder umgekehrt JB : E < P : F (fi. 5.), 

so ist auch aus d. Gleichen Ai E ^ C: F {§. 5i.% 
oder £: ^ > F: C (9. 5.); 

womach yermoge 6. 11. der Satz richtig ist. 

$.36, Satz XVn. Wenn von vier Gröften A, A 
C D die erste A zu der zwefiten B einerlei oder klei« 
neres Yerh^ltnifs hat, als die dritte C 2;a der vi^rteti A 
und eine fünfte E zu der zweiten B ein gröfseres Yer» 
hältnifs hat, als eine sechste F zu der vierten A und 
es ist die erste A gröfser als die füqfte 4^, und daher' 
($• 35.) auch die dritte C gröCser als die sechste F; so 
hat der Ueberschufs der ersten A über die, fünfte E zu 
der zweiten B ein kleineres YerhältnlTs, als der lieber-» 
schnCa der dritten C über die sechste F 2;u der vierten 
D'j ist aber die dritte C kleiner als die sechste F, und 
daher auch ($. 35.) die erste A kleiner äU die fünfte F. 
so ist der Ueberschufs der fünften E über die erste A 
z\i der zweiten B in gröfserem Verhältnifs, als der üe- 
berschuls der s^ch^ten F üb^ r di^ dritte C zv^ der vi^r^ 
tf P A 
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Kttrz ansgedrüclit : 

wenn A: BJ^JC: D, und E\ B^Fi D, 

so ift A^Zi B < C— F; D, itttttiA^E^n.^tih.{$.V^.)Cy^F, 
liiD^^egen E—Ai B > F^Ci D, ircnn C<F, . - w i. - , -^<Ä 

Be w«i8. i) Wenn A : i5|=|C: D, n. £: B>F: D, 

*^^ und^>Ej 

80 Ut mngekelirt Jg : E < C : F (§. 5.) ; 

folfflich ans dem Gleichen ^: £<C: F ($« 3i.), 
und, weil ^>JE:, -rf— E: ^ < CX-F: C (§. 24.):. 

und da Ai JB|^}c: D (Toranas.)^ 

80 ist augh aus d. Gleichen ^-^£:£<C—F:D ($• 3i.). 

' 2) Wenn E: J? > F:Att-^:B[^jßD, 

, undC</V 

80 ist auch umgekehrt Bz ^|^|2>:C(y,4«Zu8.tt.S<d.)y 

daher aus dem Gleichen E: A^ Fi C ($• 3i.) 

und daher E^Ai E > F— C: F($.22.), weil 

und da E: B > F; D (Vo rayss.), 

so ist auch ausU Gleichen E—^: B>F— C: D ($. 3i.). 
$. 37. Zus. I. Diefs läfst sich auch so ausdrucken 1 

Wenn A+Ei BJ^JC+F; I>, 

und Ax B > C: Dß 

80 ist E: £ < F: D. 

Wenn aber -4: J^|^}C': A 
und ^+£- B>g+E; g; 

80 ist E: jB>F:D. ^ 

$«38, Zus. 2, Daher ist auch, wenn 

A-^E: B > C— F: ö, 1 

und ^: B|^}C: D; 

A—iA-^E) : B < C— (0-I>) : D (§.36. nr.i.) 
oder El B<iFiD. 

Und wenn ^ : JB > C: D, 

und A—Ei B|=JC— F: jD; 

so ist ^— (^— E): B > C—(p-^ : I^ (§• 36. ur. 2.), 
das ist £: B> F: !)• 
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%. 39. Satz XVIII. Wenn yon yier Grdrsen Äy J5, 
Cy D die erste Azn der zweiten .J3 ^in gröfseres Ver- 
haltnifs hat, als die dritte C zii der yierten D, und es 
ist ^e dritte € gröfser als die vierte jD, und denmach 
($« 11,) auch die erste A gröfser als die zweite B; so 
bat die Summe der er^teren ^u ^ireiu Unterschiede ein 
kleineres Yerhältnifs, als die Summe der letzteren zu 
deren Dntersdiiede ; ein grpfser^ hingegen» wenn die 
ersteh kleiner als die zweite £, und daher auch ($^^^0 
die dritte C kleiner als die vierte D ist. 

. Das ist : wenn A : ^>C: Dt " ' 

und es ist Cy^D, und daher aach ((• ii«) jf^B; 

weim aber A'^B% und daher auch ($. 11«) C^^Dz 

^ohiA+BiB-A^C+DiD^C. 

Beweis. Da v<t'B>'^«D(Vorauss.),soist 

i) ^+J?:^<C+1>: C (§. 21.), 

nnd« wenn C>D. zurückkehrend 

• Ai A^B<C: C—B (§. 24>); 

dah. aus d. Gleichen A+Bi A-:-p<C+Di C-D(g.3i.). 

2) Auch ist -^+35 jB>C+D: D (6. iQ.)* 

und, weni^ ^<J?, Bi B—A^Di D—C (§. 28.); 

womach wieder ans dem Gleichen " 

^ A+B: B^Ap^C+Di D—C(§.5i.). 

§• 40» Satz XIX. Umgekehrt, wenn die Summe 
sweier Gröfsen^, B zu ^hrem Unterschiede ein gröfseres 
yerhältniffli hat, als die Summe zweier andern Grölsen 
C, D zu ihrem Unterschiede ; so hat die gröfsere von 
den ersteren zu der kleineren yon denselben ein klei- 
neres Yerhfiltnirs^ al^ die gröfsere yon den letzteren 
zu der kleineren yon diesep. 

Das ist : wenn A+B : A—B> C+D : C— 2>, 

so ist A t B < C : D. 

B e w e i s. Da A+B : A—B> C+D : O-D ( Vorauss.) 
so ist A+B+A-StA+B^lA^B) < C+D+C—Di C-j-A-( C-I>) 

($• So») 
das ist swdf tB ^ sC i ^D 

lind daher ^ ; J? < C : />($.!«.)• 

6« 4i* Satz XX. Wenu yon yier gleichartigen 
Prö(fen\i?^ Bf Ci D die erste A der dritten C gleich, 
und die zweite! B kleiner als die yierte D ist ; oder 
w^nn die, erste A gröfser als die dritte C^ und die 
^w^ite B nicht grpfserj als die yierte D ist; so hat die 
erste ^ zu der zweiten B ein gröfseres Yerhaltnifs al$ 
die dritte C xu der yierten D. 
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Kiirz ansgedrücbt; 
wenn A=C und B<,D^ oder wenn ^>(7 und BfeJA 
«o ist Ai B>C: A 

Beweis, i) Wenn A=^C, i^nd B<D; 
to ist :^: jB>^: D (V, 8.), 

nnd ^t D=C; D (V, 7.) 

folglich ^: J5>C; JD (y, i3.). 

2) Wenn -rf>6^, ujid -ßj^JA 
so ist ^ Ax B>C\ B (Y, 8.), 
und C: ä(^JC: D (V, 7, 8.) j 

^folglich A; B^C; 2> (V, i3. u. J. 7.). 

^ $.42» Satz XXL umgekehrt, wenn Fon vier gleich* 
artigen Gröfscfn A^ Bf <7, D die ersfe A zu der zweiten 
B ein gröfseres Yerhältnifs hat, ^Is die dritte C zu der 
vierten D, und die erste A nicht gröfser ist^ als die 
dritte C ; so ist die zweite kleiner als die vierte Di 
und wenn die zweite B nicht kleiner als di^ vierte iJ 
ist, so ist die erste A grofser als die dritte <7. 
Kurz ausgedrückt* wenn Ai.B^Ci D, 

•so ist B^D^ wenn AV^Wi und A^ C/ wenn ^[^{A 

Beweis.' 1) Wenn » ^[^1^'' 

•oist C: Bj=j^: B (V, 7. 8.), 

und da A: B ^C: D (V orauss.); 

so ist auch Ci B > C: D(V. i3.u.$.7.), 

und daher £ < I) (V, lo.)/ 

2) Wenn ^|^fe so ist C: D^^]C: B (V, 7. 8.); 
folglich, da A: JS >C: D (Yprauss.), 

so ist auch A: B>C: 5(V,i3.u.g.7.), 

und daher A^C {Y, 10.). 

§.43, Satz XXII. Wenn von vi^r gleichartigen 
Gröfsen A^ JB, (7, D die, erste A zu der zweiten B ein 
^gröfseres Yerhältnifs hat^ als die dritte C zu der vier- 
ten Z); so hat ^uch verwechselt (alterne) die erste A 
zu der dritten C ein gröfseres YerhäitnifS} als die zweite 
B zv^ der yierlen 2). 
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Knri ausgcdrAckt : wenn ji: B^Cx iD» 

80 i$t auob Ax C>B: D, 

oder umgekehrt C: A<CD* ^« 

Beweia. Es sej 

mA >nB^ und mC}^|/iD (Vöi^auss, u. V, def. 7.) j 

«0 ist demnach mAt mC>nBi nD (§. 4i0f 
v^Sl daher Ai O > B: D (§. 12.). 

$.44. Satz XXIII.< Wenn Ton yier gleichartigen 
Gröfsen A, B, C, D die erste ^ zu der zweiten B ein 
gröfseres Verhältnifs hat, als die dritte C zu der yier- 
t^n D ; so hat die Summe der ersten A und der zwei- 
ten B zu der Summe der dritten C und der vier- 
ten D ein gröfseres Verhältnifs, als die zweite B ^u der 
vierten D; ein kleineres hingegent als die erste A zu 
der, dritten C 

Kurz ausgedrückt: wenn A: B^Ci Dy 

80 ist A+B : C+D[^^\ c? 

B e w e i s. Da ^ . 5> C/ /> ( Voranss.), so U% 

O verbunden j^+B : ßp^C+D: D (§. 19.) 

und vfcrwechselt j^+B< C+l^^ -' J> (§• 43.) ' 

») ist auch . ' ^+5; -^<C4.Z>.- C ($• 21.) 

und wieder verwechselt ^+B: C-^JX^^^A: C (J» 45,)» 

$. 45. ^U8. 1. Unter der nämlichen Voraussetzung, 
wie §. 44* » hat auch die Summe d^r ersten A und der 
dritten C zu der Summe der zweiten £ und der yier« 
ten D ein gröfseres Verhältnifs, als die dHtte C zu der 
vierten I>; ein kleineres hingegen, als die erstQ A zu 
der zweiten £. 

Denn da j4 : B "^ C: D, 

^ «o ist verwechselt A: C^ S: D (J. 45.), 

und daher A+C: B+D^ ^, ^ (§. 440* 

$. 46. Zus. 2, Von zwei ungleichen Gröfsen steht 
die gröfsere zu der kleineren in gröf^erem Verhältnifs, 
als dr^ Summe der gröfseren und irgend einer dritten 
zu der Summe der zweiten und der nämlichen dritten. 

Denn wenn A^B, so ist A: C^B: C (V, 8.), 

und daher A+C; B+C<CA: B (J. 44.), 

oder A: B '^A+C:B+C. 

$4 47-- Satz XXIV. Wenn von vier gleichartigen 
(Iröfsen At, Bj C, D die erste^^ zu der zweiten B ein 
gröfseres Verhältnifs hat, als die dritte C zu der vier- 
ten D ; 80 hat der Unterschied der ersten A und der zwei- 
ten B jTu dem Unterschiede der dritten C und der vier- 
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ten D ein gröfseres YerliSItnUB, al« di^ erste A m 4er 
dritten ^C» oder die zweite B zu der vierten X>, wenn 
die dritte C gröfser ist als >die yierte D^ und daher auch 
($. 11.) die erste A gröfser als die zweite £$ ein hlei* 
neres aber, wenn die zweite B. gröfser ist, als die erste 
A, nnd daher ($. ii«) auch di^^ yierte D gröfser ist als 
die dritte C« 

Kurz ausgedrückt: wenn A: JS>C: 2), 

und C^D, folgt ($. ji.) auch -C>^/ ^qUx A-B: 0-^>\b'. ^] 

wenn aber fi>^ ^ ♦ • • . • D> C; soutB—Ai 2>— C<|^; p^ 

Beweis. Da ^: JB>^s DCYorauss.); so ist 

Owenn C>A AS: A>C^D.; C (§. i4.), 

und ^— jB; jB^C— Z); Z> (§. ii.),- 

folglich auch venrecbiolt A-^B: C^Jj^A{ C 
und A--B: O^JP^B: J) (§. 45.)» 

i) Wenü B^A, so ist B— -^; A^^B—Cf C, 
und ebenso JB^^; B^l>-^Ci D ($• s8.); 

daher wieder Terwechselt B — A: D — C^Ai C, 
uoid B-As D-^C< Bf D (<. 43. )♦ 

$• 48, Zus. 1« Unter der nämlichen Voraussetzung, 
wie §• 4% hat der Unterschied der ersten A und der 
dritten C zu dem Unterschiede der zweiten B und der 
yierten D ein gröfseres Yerhältnifs, als die erste A zu 
der zweiten £, oder die dritte C «su der yierten l), wenn 
die zweite B gröfser ist, als die yierte D, und daher 
($• 43O Auch die erste ^ gröfser als die dritte C; ein 
kleineres aber, wenn die erste A kleiner isU als die 
dritte C, und daher (0. 4^0 such die zweite B kleiner 
als die yierte D« 

Denn da A: B^C: D^ 

•o ist yerwechselt A: C^Bi D ($, 43.), 

und daher, wennJ>Z>^ A-^Ci '^— ^>{^/^' 

wenn aber A< C, C^A-, B^B<\^; ß'^^ ^^ j 

§• 49* Zus. a. Von zwei ungleichen Gröfsen hat 
die gröfsere zu der kleineren ein kleineres Yerhältnifs, 
als der Ueberschufs der gröfseren über irgend eine dritte 
zu dem Ueberschufs der kleineren üL^er ebendiese, wenn 
nämlich diese letztere kleiner als die beiden ersteren Ist ;. 
ein gröfseres hingegen^ als der Ueberschufs irgend eig- 
ner dritten, welche gröiser als beide erstere sey, über 
die gröfsere, zu dem Ueberschufs ebenderselben drit- 
ten über die kleinere« 
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Denn weui A^B, so ul^: C>S: C (V, 8.) 
find daher A^C: B^-^C^A: B, wenn C<J5, 

lind C^A: C^B^A: B, 1?enn C^A(S.\^,l 

$• 5o. SatzXXy. Wenn Ton beliebig vielen gleich« 
artigen Gröfsen A^ C^ E u. 8. w. und ebenso vielen an- 
deren Bj X>9 F n, 8. vr. welcli^ sowohl unter sich als mit 
ersteren gleichartig sind^ die erste A von den ersteren 
zu. der ersten B yon den letzteren ein gröfseres Ter- 
hältnifs hat, als die zweite ^C von den ersteren za 
der ^weiten D von d^n letztere^*; ' und diese zu ein- 
ander wieder ein gröfseres, als die dritte £ Von erstereti 
zu jder dritten F von leti^teren, und so weiter» so 
hat die Summe -4-f-C-f"J^+ u. s. w, ßUer ersteren zu der 
Sumnie B^D-^rF-^- u.s.w. aller letzteren ein gröfseres 
Yerhältnifsy als die letzte E von den '^rsteren zu der 
letzten F yon d^n letztqren; ein kleineres^ als die erste 
A roj^ den ersteren zu der ersten B von den letzeren; 
und endlich ein gröfseres, als, die ßumme aller ersteren 
C4-£-(- U.S.W, mit Ausnahme der ersten A von diesen, 
zu der Summe aller letzterien 2>-|-F+ u. 8. w. mit Aus* 
nähme der ersten B von diesen. " 

Kurz ausgedrückt: 
lve^n Ai B>C: Z>, und C: P>£: F, 

i>ExF, 
Bo. isf; A+C-^-Ei B-\-B+F \<Ai B, 

l>C-\-Ei B+F. 

Beweis. Da .rf : ^ >C: D (Vorauss.), 

»o in A-hC' B+D^C: JD und <^: B (§. hS.)i 

da aber Cr D ^ Ei F (.Vo raiiss.), 

so ist aoch A-\-C\ B-^-D^ E\ F (§, 7.), 

|ind daher A-j^C+Ei B+D+F^ £: F, hingegen iCA+C: B+B 

(§, 45.)» 
Pa nun A+C: B+D^^^A: B Cvenn. d»Bew.) 
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' 60 Ut noch ferner A+C+E: B-^D+F^A : B (ff, 7.), 
und da|ier A+C-^E: B+D+F^ C+Ei D+F {S. ifi.)* 

§. 5i. Satz XXYI. Wenn von vier gleichartigen 
Gröfsen A^ B^ C^ D die erste A z^ ^^^ zweiten B ein 
gröfseres Yerh^ltnifs hat, alj! die dritte (C zu der vier- 
ten D; und sowohl die zweite B als auch die dritte C 
gröfser ist, als die vierte D, und daher ($. 11.42.) auch 
die erste A gröfser als die zweite B oder die dritte d 
se ist die Summe der gröfstea A und der kleinsten D 
gröfser, als die Summe der beiden übrigen B und C» 
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Kurz naageclrücl&t : 
wenn Ai B^Ci D, und JB>*D und ebenso (f^Di 
80 ist A+I)>B'\-Ci 

Beweis. Da Ai JB>d D und C^D 

(Vorau88.)< 
so. ist getrennt A — Bi B'^C^Di D ($«22.), 

und 4aS>D(yoraus8.), auch A^B>C-^D (jj. 4a.), 
und, wenn man beideyse its . B^D äddirt i 

A+D>£^. 

$.52. Satz XXyii^ Wenii von vier ZaUen oder 
Linien A^ B, C, D die eirste^ A zu der zweiten B ein 
gröfses Yersältnifs hat, als die dritte C zu der vierten 
I)', so ist das Product oder das Hechtcck der fiufsereil 
gröfser, als das Product oder daa Rechteck der mitt- 
leren ; und umgekehrt« 

Das ist, wenn Ai B^Ct 2), 
so ist ^xD>JBxC, und umgekehrt, 

indem A^ J3, C, D Zahlen oder Linien bezeichnen« 

Beweis. 1) Da A: B^C: D (Voraass.) 
mid Ax B=iAXC: BxC(Vn, i 7^18* Vi, 1 .)• 

so ist SDGh AXCt BXC^Cz D (V, i5.): 

und da wieder C: D =:AXC' AxDjVlhi 7. 18» VI, 1.), 

so ist auch AXd BxC^AXC: AXD (V, i5.\ 

und daher BxC^A^D (V, 10.) 

oder AXDy>^BxC. 

2) Wenn AXD^BXC^ so Ist auch 

AXCi BXC^AXC: AXD (V, 8.), 
und da AXC. BxC=:i A : ^ (VII> j 7^18. VI, 1.), 

so.ist A: B ^AXC'.AXD {\\iS,)i 

und da wiede r AxC: ^Xi>== C: D (VII, 1 7. 18. VI, i.), 

so ist auch A: ^ > C: D (V, i5.). 

$• 53. Zusatz. Wenn demnach .^ : S>£ : C, 
indem wieder Ay B^ C Zahlen oder Linien bezeichn^lll 
so ist AxC^B' oder B\ und umgekehrt. 
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III. 

Deduction der Euclidischen D^finitonen 
5» k. 6. 7« dei V« Buckes der £lemente% ' 



$.1. Es mögen m, n, p, 7, r in der Folse ganse 
Zahlen beEeichncn; manchmal mit Einschlafs der Ein«> 
heit, wo es aber ausdrücklich bemerkt werden wird. 

$. 2. Die Frage : Welches (geometrische) Verhält- 
nifs ewei ungleiche homogene Gröfsen Ä^ B gegen ein** 
ander haben? wird, wenn es möglich ist^ d. h. wenn A 
und B commensttrabel sind^ durch /die Angabe beant-^ 

wertet i A enthalte B^ m mal ^ — mal , — ^ mal $ A 



m 
n 



sey 
heif- 



=mJ5, oder =5-^B. oder t=i-^Bt und m*— , 

sen der Exponent des Verhältnisses Ai <B. 

Sind aber A und^£ incommensurabel ; so gibt man 
für irgend eine angenommene Zahl n an: ^ enthalte B 

mehr als — , und weniger als m al (wo r auch 

=1 seyn kann){ A sey >-— B u, < '""^' Bi und — # 
■ ■ heifsen Grenzen des Exponenten des 'Verhältnisses 

A: B\ -^ die kleinere 1 ^' ■ die gröfsere. Je grofser 

die Zahl in ist 9 desto näher fallen beide Grenzen zu- 
sammen. 

$• 3. In dem ersten Falle ist ^=mj}, oder n^^^^B, 
oder nA=mB'y und in dem zweiten ist nA^rB^ aber 
-<(r+i)J5. Das heifst : ein gewifses Vielfaches der ei- 
nen Gröfse ist entweder der andern, oder einem Viel- 
fachen der andern ^leic^i ; oder ein gewifses VieHach'es 
der ersten ist grofser als ein gewifses Vielfaches der 
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aweiten, aber kleine als das nSchatfolgende Tielfaehe 
derselben. 

$. 4« Umgekehrt folgen aus den Angaben $. 3* die 
S* 3.y d. h. ^reifs man, wenn Ä und £ commenanrabel 
sind, welchem Vielfachen von £ die andere Gröfse Ä 
gleich aey; oder, welchea Vielfache Ton^ der Gröfse JB 
gleich sey ; oder, welche Vielfache beider Gröfsen ein« 
ander gleich aeyen: ao weifa man den Exponenten ihres 
Verhältniases. 

Sind hingegen Ä und £ incommenanrabel ; und weifa 
man, «wischen welche «unächat auf seinander folgende 
VieUache Ton JB irgend ein Vielfaches Ton Ä falle : ao 
kennt man die Grenzen des Exponenten dea Verhält- 
nisaea Ä\ B für die Zahl» welche daa Vielfache von A 
angibt. 

$• 5. So reducirt sich im Allgemeinen (ohne Unter-» 
schied der zwei biaher^ erwähnten Fälle) die Untersu- 
chung des Verhältnisses J, : B auf die Vergleichung (in 
Rücksicht auf Gleichheit und Ungleichheit) entweder der 
einen Gröfse mit den Vielfachen der andern, oder der 
Vielfachen beider unter einander; auf die Untersuchung: 
quaUter magmtudines A^ B se habeant quoad multipUcilatem? 
Auf eben diese. Erklärung weiset die Folge der i. 2. 3. 
Def. so wie die Fassung der 4« &t 7> ^^^^ 

Aber die Worte des Textes: Xoyo^ en dvo (iBYi&ov 
0H0Y6V&V 1} xara nTjXntottjta nooQ aXXi7Xa noia ax^ai^, ge- 
ben diesen Sinn nicht« Sie' lasaen auch in* Zweifel, ob 
die Erklärung sich auf Verhältnifs überhaupt oder auf 

Jeometrisches insbesondere beziehe. Vgl* Simsons 
.nm. zu Def. 3. *). IlTjhxoTijg heifst quanütaay wie in 
Ptolemaei Magnae ComtrucU Lib. I. p. 6. (Basih i538.) 
s£(>ft, tr]Q ntihnotfiroQ rov €v ro xuxXo sv^ctov: folglich 
Kara nrjhnorrjitai quoad quartUiatenu 

Clavius (EucL EUm^ Francof. 1607. p. 35a. sq.) er- 
läutert diefs.so: Quando duae quaniitates ^usdem generis 
— inier se comparantur secundum quanlitateni^ h. e, secun^ 
dum quod uria major est quam altere^ i^el minor, i^el aequa^ 
lis, appeüatur' hujusmodi cowparatto seu habiiudo. Ratio. 
Wallis {Opp. math. Oxon. iGöi. Pars L Math. univ. 
Gap. 25. 29, Adversus Meibomii de proporiionibus dialo" 
gum Tractatus p. 6« sqq* 19« sqq. Opp.' math. Oxon. 1693« 
Vol. II. De Algebra Tractatus Cap. 19. De Postulato 5. 
Lib. I. 9. Deßn. 5. Lib. VI. Euclidis tiisceptatio) will ei* 
nen besonderen Nachdruck auf noia aXBOi^ gelegt wiaaen» 

*} MattbiM p. 38. %. 
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iiiid flberaetst : Ratio ed duarum magniiudinum komoge^ 
nearttm ea relatiOf iqua dicitur^ giiaUter se höhet eanun una 
ad dUerßm secundum gi^antuplißitatem cohsideraia^ h» e, 
quot ifieibusj auf eticm qua i^d quanta parte unius i^iciSp 
una alteram conJtineaU Batirowitectiones hahitae in sc?io^ 
Us DubL' Acäd. Cantahrigi anno» 1666. Lond« 1684« L^ct ni.) 
miubilliget beide; übersetzt (p* 220i) xtfra nijhxottjva 
quoad quähiiiaiem, h» e. quoad magnitudinis suae deter^ 
minaUonem, ifel mägnitudineni ipsam determinaiamß iah 
tem secundiim quod quderüuri qüantae sunt? et re^ 
gpondeturt tantde^ bekennt aber am Ende: diese De- 
nnitioii set nicbt mathematisch ^enug; ,iind^ so wie die 
Ste^ für die Folge gaü2 entbehdich; Höh. Simson 
(p. 354« s^.) .^^S^t i^Ach Aiifjihrün^ dieses Ürtheils ßar« 
row*s: Quibds'nOiil addendum (fuieö, prdeierquam quod 
hisce rationibus de irmtilitäte hujus et ^eguentis wae deßni^ 
tionis pefiuasüs firmiter dredani, eas rlon Euclidis esse , sed 
cujusdam minus perlti editorism Einen andern Anlafs zu. 
diesem Yerdacnte gibt die Beziehung, -welche diese 
dritte Definition des V; B. auf die zilveriäfsig unächte, 
irolÜ^häoA) oder wenigstens aus dessen Gommentar über 
des Ptolomäus Magn. Constr. (Lib. L tii 62.) eingescho« 
bene fünfte Defin. deä YL Aachs zu haben sidheint (S. 
Roh, Simsoü p* 370. 372.8qq.*)). 

§; 6« Wie man aber aucn diä 3. Deänition ansehen 
jhiag ; ' so ' liegt die Iteduction $• 3. 4« wenigstens in 
den folgenden Definitionen, und in den auf dieselbe 
sieh beziehenden Beweisen des V; Buches, so wie. der 
übrigen« zum Grunde. Und hieraus erwächst der 
Vortheil, 2Ju der Bebaiidlung der Verhältnisse nicht, wie 
die erstere Vorstellungsarjt ^. 2.^ Division ' einer Gröise 
durch die ändere, welche eigentlich nur bei Zahlen statt 
hat/ wenigstens Theilüng der Gröfsen" in gleiche Theiie, 
sondern blofs Multiplication der Gröfsen, oder wieder- 
holte Addition derselben zvl sich selbst, yoratiszusezen 
und z^ fordern» Letztere allein, und umgekehrt^ wie- 
derholtes Abziehen einer gegebenen kleinern Gröfsei 
tfoü eiiie^ gegebenen gröfseren^ [nimmt £uclid still- 
ich^eigeüd als Postulate an: Theilung gerader Linien^ 
Winkel, Cirkelbögen iii gleiche Theile lätt er, ehe er 
sie zu den Constructionen seiner Beweise gebraucht. 
Daher bemerjjt Rob< Simson (Euclidis Ehm, Oxon* 
1756. p. 357. sq.) bei dem 5ten Satz des Y^ l^uches **) 1 

•) Matthi&s p» 46 %^» 
**) Matthias p, 81 fgg« 
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. In construclions damomirationi hujm praemissa, ^uae Aafo» 
tur in texlu Graeco ejmquß versionibus Latinis^ reguiritur, 
ut -— EB secetur in tot partes aequaks, quot sunt in AE 
aequtües ipsi CF. Ex hoc autem manifestum est, construc-^ 
tionem hone non esse Euclidis* Non - enim docet Eüclides, 
quomodo secart possint rectae lineae, nedum oUae fnagniia^ 
dines^ in partes aequales^ anlequam ad FI, 9. peniat. Nun-^ 
quam autem in construction& jubet aliquid ßeri, quod facere 
non prius docuerat [yel postvlaverai\. Constructionem igi^ 
tur mutavimus in eam, quam sine dubio Eüclides dederat ; 
in qua nihil requiritur, praeterquam quod magfiiludo sibi 
ipsi aliquoties addatur. 

$• 7. Sind A und B commengurabel ; also entweder 
die eine einem Yielfachen der andern, oder ein Viel.« 
faches der einen einem Vielfachen der andern gleic^; 
A=^mB, oder nA=B^ oder nAz=^mBi sp ist in dem ern- 
sten Falle A-}-A d, h. 2^> m5, uiid mB-\-B oder (m+i) 
B^A'y in dem zweiten nA-^-A d.i. (n-|-i) A^B^ und 
B-^-B oder 2B^nA\ in deni dritten nA-\^A d. i. (ti+i) 
A^mBy und mB-\-B oder (m^i) B^nA, Da nun, wenn 
A und B- incommensurabel sind , sich immer nur ange- 
ben läfst: ^i>rB<(H-i)^ oder (r+i)B>nA; so fafst 
Euclid in der 4* Defin. wieder beide Falle zusammen , 
und setzt als allgemeines Merkmal homogener Gröfsen, 
oder solcher^ die ein Yerhältnifs zu einander haben, festl: 
dafs sie yeryielfaltiget einander .übertreffen können: 
Aoyov exBiv n^oa aXXriXa nsyßd^ri Keystaii advvatdi noK* 

\ §• 8. In der Folge nimmt er besonders, entweder 
als in dieser Definition enthalten^, oder stillschweigend 
als Postulat an: von zweien dergleichen homogenen Gröf- 
sen lasse sich die kleinere so yervielfältijgen , dafs sie 

fröfser werde, als die gröfsere* Eben dieses postulirt 
Lrchimedes (de sphaera et cj'lindroy Lib, I. und qua* 
dratura parabolae. Praef.) von dem Ueberschukse einer 
gegebenen gröfsern Linie, Fläche, Körper, über eine 
gegebene kleinere. 

S. g. Zwei Verhältnisse A:B^ C:D, hetfsen hach 
der y orstellungsart ^. 3. gleich^ • wenh ihre Etgonenten 
gleich sind, oder ^mer zwischen einerlei Grenzen 
fallen. 

D. h. soll AiB sich verhalten wie TsD; so mufS) 

wenn A die Gröfse £, m, *^, —ml ettihäU» auch ff 

^ • — 

Pßsiderers OcaA Schrtjien^ 5 
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die Gröfse D, m, — > —mal enthalten; und umgehehrt, 
wenn soM'plil A die Gröfse B, aU C die Gröfse D , m, 
", -^ mal enthält; so sagt man, es sey A:B^=^C:D. 

Die Glieder beider Y^hältnisse müfsen also zugleich 
commensurabel seyn. . . 

Enthält A -weder £, nqch irgend eineip aliquoten 
Theil von By ein oder etlichemal genau; so kana auch 
C weder D, noch irgend einen aliquoten Theil von D, 
ein oder etlichemal genau enthalten, wenn die Verhält- 
nisae AiBy CiT> unter einander einerlei seyn sollen* 
Die Glieder beider gleichen Verhältnisse müfsen also 
auch zugleich incommensurabel seyn. Und nun würde 
C : D sich nicht wie A:B yerhalten, wenn, für irgend 

eine Zahl n, für welche ^>—B <J!±L^ ist, nicht 
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auch O — D < ■ ■ ' ■■D, sondern entweder C schon 

^_p oder noch ^ - D wäre» 

g. 10. Der Vorstellungsart g. 3. fg. zufolge, wird, 
diesemnach zur Einerleiheit zweier Verhältnisse A : B^ 
C:D erfordert: dafs, wenn A^mB, oder nA=B, oder 
nA^-mB ist, auch C==mDj nC=Dj nC=mp sey ; und in 
dem Falle der Incommensurabilität, dafs 'sTür jede Zahl w, 
zugleich 7i^>rB< (H-0 B, nC^rD<C{r+i)D seyen. 
Diese Bedin^mgen müfsen statt haben, wenn man zu 
der Folfferung berechtiget seyn solle : A yerhalte sich 
zu JB, wie C zu D. Und umgekehrt, wenn man angibt: 
A und jB, C und D haben zu einander einerlei Verhält- 
nlfs; so mufs verstanden werden, dais jene Bestimmun- 
gen bei ihnen statt haben. 

g. 11.' Euclids 5te Definition: Ev ro avta Xoyco 
Hi^Bd^ Xfysrat stvat, ngcorov uQog ösvtsqov^ xat tqitov 
jiQoe tsragtov' orav ra re ngara xai r^irs laaxiQ noX- 
XanXaata iov tß divre^B xät rsra^TB laaTtts TroXXa- 
nXamaVy xa^ oftoiovsv noX^anXamaafioVi sytaxeQa i? a//a 
tXkBLnr^i f] aßä laa f]i v ßf*a vn^Q^x^i Xegj^fivra xatßl^ 
Xrika, welche also zur Einerleiheit zweier Verhältnisse 
A:By Ci'D die Bedingung erfordert, oder aus dersel- 
ben die Consequenz fqlgert: dafs für^iede Zahlen n, m 

immer zugleich n>«= 5m J5, nCh=^7mD seyen; enthält 
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HU« theils mehr, dieiU weniger, . dt §• lo.*' angegeben 
ist. Für Verhältnisse commensarabler GrofseA iehlen 
nämlich die Fälle A^^mB, nÄ^Bi für Verhältnisse in^ 
oommensurabler Grdfsen wird hingegen: mit jeder Zalü 
if> statt der bestimmten darauf sieh beziehenden r, r-f-i« 
»ach welchen nA^rBK.{r^i)B ist, jede andere m Ter- 

bunden, und auf /L^|o|mB Bücbsicht genommen; fer* 

nev« eben dieses auf gleich^ Verhältnisse ohne Unter- 
schied ausgedehnt. 

$• 12, Was den jcfreit^n Fall. für incomnijensurable 
Gröfsen betrifft: so ist ohne ~Z weif el die bestimmte Be- 
dingung $• 10. unter der Euclidischen weiteren» als ein 
besondei*er Fall begriffen,' in so fern der Beweis der 
£inerleihe)t zweier Verhältnisse darnach geführt wird, 
und die Anwendung wird, wie die Beispiele davon zei- 
geir, durch diese Erweiterung nicht nur nicht erschwert; 
sondern in der^ Bücksicht erleichtert dafs man nicht 
nöthig hat , für jedes Vielfache von A^ (nÄ)^ die nächst- 
\ vielfachen von J5,(r^, (r-|-i)JS), zwischen welche es fallt» 

zu bestimmen ; oder für jede Zahl n die Grenzen—, 

-^^t^ des Exponenten des Verhältnisses A :S anzugeben. 
Diese Grenzen mögen seyn, welche sie wollen ; so wird, 
wenn man gezeigt hat, dafs immer zugleich a/^!^|mjB, 

und nCi^ mD sejen; auch bestimmt nC>rD<(r4-i)D 

seyn, wenn ni<>rB<(r-|-i)B ist. . 

$• i3. Die Bechtfertugupg der l^assvng der Euclidi- 
schen Definition 5. in Beziehung auf die Converse des 
Falles $. 12. so i4rie in Betreff der bei andern §. M. er* 
wähnten Punkte, beruhet auf einigen^ Ratzen über d\e 
gleich Vielfachen zweier Gröfsen : welche theils Euclid 
selbst der Anwendung seiner 5« Dei^ voranschickt; 
theils Folgerungen aus denselben und. aus den Grund- 
sätzen des ersten Buches sind. 

fi. 14. Satz I. Einerlei oder gleicher, Gröfsen 
gleicA Vielfache sin'd gleich. 

Beweis.. Ist nämlich A^Bistk ist äwnh 4 ^A 
=B+B (I. B. Ax. 2.); d. h. ^A=zB. 

Dnd nun femer i-i+-rf=2-B+JB (L B. Ax. »); d. h. 
; u,,s« w. 

5* 
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- Uel^erhaupt mhi-MTsanB-i^ B (I. 3* Ax. 2.), ^. i 

§. :i5. : . Sat z i IL : ^Y^ ' iv) '^ind ^a, bi c, . • . gleichar- 
' tlge Gröfeeti.;' und: lä-^- B^l C\ 4 .*. ^lei^h Vielfache der- 
selben : ' so ist idiet Summe ^-f-JB-f-C-^* • • • der letzteren, 
das eben sö Viölfic}ie« Asi\*\ ^mßtne .o^-b^rcHJ*, . . • der er»- 
steren« d^^ wieyieliaehe.jadea der letz^teren Ton jedem der 
ersteren ist, yi'^namiich von a, ß von 0, C von c, u. s. w. 
KariSf wenn Ai^Aiiy'^'^B^nb^ G^nci\\ ist 5* so ist auch 
^+J5+C--f- . . * öder 7ia-f-7i6+nc-f- • • • ==/i(a-i-6-j-c-|- • . .)• 

Beweis. Näiiilidb uiftlßr der angegebenem ßedin- 
gutag sind ' -^ • : : , 

, Folglich (L Ä 'Ax:;2,Y ^+J?+C+ etc. 

\ etc. etc. etc. etc. etc. 

. d.rii. =^na, wpni^ ar=a-j-6-f-Crf-. . • 
^ 16^ .«Zusatz 1. Eben so ist (a statt &,'C,... gesetzt) 

iaS4.S,. r - 

d. h; r,wa==^Ti»ta^ das rfacHe des nfachen einer Gröfse 
ist dem Tzfachen desrfachen derselbeti 'Gtöfse gleiöK 

% "ij. Zusatz i. Gleich Vielfache ungleicher 
Gröiseh i^idd' ungldiöh V dämlich , das der gröfseren ist 
gröfter. 
- Denn, vrenii A>B=tS+C ist: 

so- ist nA ' ' lir/irB+n (§. 14.) 
AbQr nB+nC =nlB+C) (g. i5.) 

Also ist 'nA" ' z:^nB+nC (L B. Ax. 1.) 

>7iB (L B. Ax. 9.). 

S. 181 Züs Atz S. Gröfsen, deren Gleichvjelfache 
gleich sind, sind gleich, 

Ist nämlich nA^=^: so hanVi von den Gröfsen^, B 
nicht die 'eine A gröfser als die andere B^seyn; indem 
sonst nA^nB wäre ($. 17.). 



69 

$p 19. Zasats 4. Großen, JercmgLäLch .Viel^che 
ungleich sind, sind ungleich ; nämlich , diejejl^ige . ist 
gröfser, deren Gleichytelfadiesr'ficDflieriist. 

Denn, wenn nA^hB ist: so Kann weder :^=;S' sejn^ 
weil, sonst n^;=?7iJ3 wäre ($. i40^$^ ^^>'^ 

Noch kann A^B^ B)>A seyn, weil son^t» nf^'^Tid 
wäre (§. 'i7,). ., : 1.. ,r:: ../ 

. 5. 20. Satz IIL Wenn J^jE^ <!,••• jVielfadie «ind' 
einer nämliche^n Grofse B; so ist ihre Summp das so 
Yielfache vonSv ab. die Zahl aagibt, /welche die.tSitttiBie' 
der Zahlen istj die die Yielfachheit von jeder derselben 
bezeichnen: d. h. wenn A=pB^ E=qBy G=rß^k, und 
w^=P"W+''+ • • • ^^^' so ist A+E'\'G^.,^zsznS."'^^. %•?- 

Beweis. Denn so bestehet A'-\'E-j^G'\- . . . a|b< p, und 
f, und r, . • . Theileiii oder. GrcifdeQvt|/eder..:;7^; Mi*il aus 
B^ gesetzt oder zu sich selbet addirl;,.'4p4'*4^4^^^>«'* 
=nraaL •'- ^ '.. v '..'■.' '- 

$. 21. Anmexh. 1. Der ein faiäis te FaU ist, wenn 

zu irgend einem Vielfachen A einer Grdfse Bi diese 

' Gvöfse selbst noch addirt Vrird«' Alsdann enth^tVv^^^ 

die Grofse JB, (r-f"i)nialf wemi^^ dieselbe rmaleuth^t; 

oder es ist Ar^-B^r-^riJB^ wenn «^ov^JS«. . ..,.,<.» 

ä). 22. Zusatz 1. (V, 2.) Wenn A und C gleioh 
aohe sind von JBund i>^ •*":•.; 

JS und F wiedervgleicb Vielfache Ton JB u4d^P$ 1. 
G und H ebenfalls ^eich Vielfache ^0n J$ und D^ u. $>jf^ 

so sind auch -^+^~h^4"*- •> •C+^4"-^"4"* • • » gleich 
Vielfache von B nnä^D. . ^ • ., .;; 

Denn, wenn (Vorauss.) sowohl A=pB si».Cf?=^B u 

.. '£c=?qB F^J) r 
G=rB H^rD 

SO ist auch 
sowohl ^+E+ßrh...±=/tB; al»^ C+F4^ö4-ä.V'- =nD, 

wenn n=p+9;f r-h • -»^ (5- ^o.). .. ^ ,.*';•'•«, 

g, 23. Aam^rjt.^. .Wenu. n.und m gleiche. ^ahk» 

len sind; so sind tij^ un^ ^-ff,al^. gleich, :Yweua^hfiK^^ 

selben Grofse -4*.jgleich($. i4.).\# f. .\ "J!^ r 

§. 24. Zusatz""2. ,„ Ist abfr ri^nt^jri-TPX^ i¥> l^ß^ 

mAr{'pA=jt4,i§,;!ip^,i' fQlgUjpK rU%^A (1. B:^Ax.j9.). 

_ ^ ?5,. ^Ufat2i.?l...ümg9lfshjp|^;i?t n==m,,^.W 

Denn nun kann nicht eme ^^, heiden %al|le|i.,.^>^ 
als die andere m «ejV> «opft w^are ntA^mA (gy- 2^). * 
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Q. 26. r' ZUM atx' 4* Hingegen Ui n >m ; venn 

Denn so kann weder Tvs=:m seyn; weil sonst nA:r=.mA 
wäre (§; 23.). • ^ r . 

Noeh bann n-K^m, ni^n seyn; weil sonst mÄ'^nÄ 
wäre ($>.N ?40* 

' $• 27. Zasatz 5. Sind also A und X7 gleich Yiel- 
fiic&e 'Vbn JB und Df und wiederum £ und F gleich 

Yieliadie derselben JB und D; so wird A==\F ^^jn^ so 

<) .... 

'Denn, wenn ^ und C die nfaehen, £ and F die mfaechen 
Ton 9 und D sind; 90 mufs 

1) wenn A=E, d.h. nS=7nS ist; n=m (§. 25.), folg- 
lich nlh^mD ($. 23.), d. i. ß=F seyn; 

•2)' wenn Ay^E, d* h. nB^mB ist; n^m ($.26.), folg- 
lieh nö>mD ($. 24.), d. i. C>F seyn; 

'S) wenn A^E^ also E^A^ d. i. mi^/iB ist: mufs 
m>7i (g. 26.), daher mD^nD (§. 24.>, d. i. 2?>C7, C<F 
seyn. 

$.26. Satz ly. Das rfache des nfachen einer 
Gröfse ist dem nfachen des rfachen der nämlichen Groise^ 
gleich; dw- h; T^riA^==ny,rA. 

'" ' • ■ ^ ' I » 5 4 5 r 

Beweis. T,nAL=nA'\-nAA'nA'\-nA'\'nA^ . . . -}^?iu< 

und efo^Sd . rA=- A -{- A -f* A -^^ A -j^A +. . . -{-A 

folglich • n.rA=n{A+A +A+A + A+... +A) 

- . ^ l$-i4-) 

($.iÖ.). 
Also rX-n-<<=iiXr^ (I. B.Ax. !.)• 

fi. ^9. Zusatz. (Vn, 16;) Mithin Ist rXn^=nXr 
,. lifö.y: d. h.. daj3 rfache' der, Zahl' ;l ist dem nfachen 
er Zahl r gleich ; oder das Product zweier ganzen Zah- 
len wird durch die Verwechslung des Hultiplicandus 
uiid*li[ti}tiplicators\ nicht" geändert. ; • \ 

'/'Di<^seä läf(it sieh auch schon, 'sly wie' fix dem Beweisre 
$'.*28. folgern^ und als ein besonderer Fall des Satze» 
§.28. betrachten; 4a 4ie ganzen Zahlen n, r das nfacfae, 
rfefehdäer Einheit siird. ' .. :. .: ^ . 

•fi.'3ö: Satz Y. (V, 3.0 Wenn It \mä C gleich 
Yielfache sind von B und D; und man nimmt £ jind F 
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gleich Yielfacbe Ton ^ und C: so sind auch £ and F 
gleich Vielfache von B und^ JD. 

Beweis. Den Bedingungen zufolge sind 

A=:^B ( C=:=pD 

+ A=pB 1+ ^=P^ 

j-f A=pB als F = l-f- C=fP 
sowohl £=< < 

+ ^=pj{ (^+ C=p.D 

folglich ($. a2.) £ und F gleich Vielfache ron JB und Z>, 
nämlich^ sowo'hl E=nXpßj als F=s/iX/>l>, weil beides, 
E=nA und F=nC. 

$. 3i. Satz VI. Wenn A^mB^ und C^niD ist; 

oder wenn nA=B , und nC=D ; > 

oder wenn nA=^mB^ und nC^^mD ist: 
so sind jede gleich Vielfache von vf und 6* irgend gleich 
Vielfachen von S und Z>^ das von A nämlich dem von 
ü, und das von C dem von D, entweder beide gleich, 
oder zugleich gröfser, oder kleiner; d. h. pC ist ^'(jiDj 
>qB^ <igD^ so wie pÄ=qB^ ^9^% <7-B ist, für jede 
zwei ganze Zahlen p, q. 

Beweis, latens. Wenn A=zmBj und C=mD\ also 
auch pA=pXmB^ pC=pXmD ($. i405 

(<) 
soist> sowiep^<==}7jB, eben daher pXin£, (als ^=pA)y 

und nun ebenfalls pXmD {=?gD (§. 3o. 27.); folg- 

(> 



mD==pCi 
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atens. Ebenso 9 wenn 7tA=Bi tind nC=D; also 
audi gXnA=qBy gXnC=qD (§. 14.) : 



ist, so wie p^ j=[^J5, ebenfalls pA}=\gXnAi daher 



auch pC{=^qxnC (§. So. 27.) oder gD. 
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Stena. Wenn 7i^=mB, und nC=smD: 

•0 ist, $oyfiepA.s=\gB, auch nxp^y=>nxv£($a4.i7.) 

f>J <>) 

Da aber n^=niB (Yoranss/); so ist pXnA=j>XmB 

(S. »4.) 
und pXnji=nXpA (§. 28.)> 

(<) {<) 

80 wie py<i=[p£: ist also auch pXmB{=}nXgBy 

und daher ebenfalls pXmD{=ynX?D ($• 3o. 17.) 



Da aber nC^^mD (Yorauss.) so ist : 
pXnC=py.mD (§• 14.) i 

Folglich ist zugleich auch pX 



ncl=(7iX^D. 



Nun ist pXnC^nXpC (J. 28.) 

(<_ 
Hithin gleichfalls auh nXpCh=^fnxgI>9 und daher 

ebenfalls zugleidi pC<=kD (g- 18. 19.). 

$. S2. Aus der Einerleiheit zweier Yerhältniisse 
commensurabler Gröfsen, A:B^ C:Dj der gemeinschaft- 
liche Exponent derselben mag m, — , oder — seyn, 
wird, also immer richtig gefolgert:^ dafs zugleich 

pAlz=igBi \kii pCl=>qD seyen, für jede gai^ze Zahlen 

p, g (§. 3i.). , 

$. 33. Sind aber A und B, C und D incommen^ 

surabel; und — , ■ - ' die gemeinschaftlichen- Grenzen 

der Exponenten der gleichen Verhältnissie -^:B, CzDy 
ffir die Zahl nj ist also bestimmt /i/^^rB^ (7^i)J9, und 
zugleich /i(7>ri)<;(r-}-i)D: so mufs, 

1) wenn überhaupt nA^mB ist; mjB= oder ^rB ^ 
folglich m= oder <Cr (§. 25. 26.), mD= oder ^rD 
($. ^3, 24.) 5 daher wC7, welches >ri> (Yorauss.), auch 
"^mD seyn. 
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^) Eben so, vfennnJ'^fnB : mnta mB=: oder >(H"^)J^ 
daher m= oder >t4-i ($. «5. 26,); mD=^ oder >(r-f-i)l) 
(§. 23. 24.) 5 folglich nCj welchem <(r-{-i)D (Vorauss.), 
auch -^rnD seyn. 

$. 34.. Die allgemeine' Angabe der Euclidischen 
5. Definition f dafs, wenn A zB »3 C:D^ immer zn- 
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gleich TiA }=^mBi nC[^mD aeyen, ist alscr gegründet 

($. 32, 33.)." 

$• 35. Dafs umsehehrt, wenn in dem nach eben 
dieser Definition geführten Beweise der Einerleiheit 
zweier Verhältnisse ^ : £• CiD dargethan wird, es seyen 

i<) Kl 

immer zugleich nA\=imB^ nC{=^>mD; eben daraus die 

t . f>J. i>) 

durchgängige Einerleiheit der Grenzen der Exponenten 

beider Verhältnisse, wenn ^ und J3, CundD incommen» 

surabel sind, bewiesen werde, ist scHon §• 12. bemerkt 

worden. 

Sind aber A und By C und D commensurabel : 

und ist 



1) — der Exponent des Verhältnisses A : B; also 
nA=mB; folglich yermöge des Beweises nach Defin. 5. 
zugleich nO^^mDi so ist auch € =- * -D, oder— der Ex- 

ponent des Verhältnisses CiD. 

2) Wenn A=mB'f also pA^=pXmB (§. 14.) ist: so ist 
Yermöge des Beweises und $. 3o. zugleich pC=pXm2>, 
und daher auch 0=^mD ($. 18.). 

3) Wenn nA=B; also pXnA==pB (§. 14.) ^ «o ist wie- 
der yermöge des Beweises und $. 3o. auch pXnC=pDi 
folglich iiC=D (§• 18.). 

$. 36. Der nach der Euclidischen 5, Definition ge- 
führte Beweis der Einerleiheit zweier Verhältnisse ent- 
hält also für den Fall, wenn die Gröfsen commensura- 
bel sind, den Beweis der ""Gleichheit ihrer Exponenten, 

yon welcher Form diese auch seyn mögen, m, oder — « 

oder — ; und für incommensurable Gröfsen den yoU- 

ständigen Beweis der durchgängigen Einerleiheit der 
Grenzen ihrer Exponenten. 

Er schliefst zwai*, besonders in dem erstem Fäll, 
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viel mehreres in iieli. Dieser weitere Umfang aber, der 
übrigens seine Anwendung nicht erschwert » rerschafi^ 
ihm den Vortheii, alle rersdbiedenen. Fälle und Formen 
aui' einmal zu umlassen. 

$. 37. Nach der Vorstellan^sart $. 2. werden die 
Verhältnisse Ai B^ C:D verschieden sejn, wenn ihr^ 
Exponenten ungleich sind, oder nicht immer zwischen 
einerlei Grenzen fallen. 

Und das Verhällnifs A:B wlrd^ grÖfser heifsen als 
das C:D, wenn C die Gröise D wenigermal enthält oder 
enthalten kann, als vielmal A die B enthält ; oder wenn 
A die Gröfse B mehrmal enthält, wenigstens enthalten 
mufs, als C die D enthält oder enthalten kann: und um<^ 
gekehrt. 

$• 38. Hiebei bönnei\ nämlich entweder die Glieder 
beider Verhältnisse commensurabel ; oder die Glieder 
beider incommensurabel ; oder die des einen commen- 
surabel, und die des andern incommensurabel seyn. 

§. 39. Sind sowohl A und JB, als C und D commen- 
surabel; die Exponenten ihrer Verhältnisse aber un- 
gleich: so heifst dasjenige von beiden >^:£ das gröfsere, 
dessen Exponent der gröfaere ist. Wenn also A=rmBj 

oder = ' Bi oder =— B ; aber C'^mD. oder •^— D, 

n n ' n 

oder -< — ^J5 ist: folglich, wenn A=mB, aber C-^niD^ 

oder wenn nA=Bj aber nC<^D} oder wenn nA=mBf 
aber ■nC<mZ) ist: so ist AiB^CiD, 

Umgekehrt soll AiB'^CiD seyn : so mufs, wenn 
die Glieder beider Verhältnisse commensurabel sind, der 
Exponent des ersten gröfser seyn, als der Exponent des 
zweiten: folglich, wenn A=mB ist, C<CmD seyn; wenn 
nÄ=B^ mufs nC'^CD; wenn nA=mB ist, nC^mD seyn* 

§. 40* Sind A und B commensurabel, aber C und 
D incommensurabel: so wird AiB^CiB heifsen^ wenn 

der Exponent m, — , — des Verhältnisses AiB so 

grofs oder ^öfser ist, als eine der gröfseren Grenzen 
(§.2.) des Exponenten des Verhältnisses C:D; und 
umgekehrt: also wenn A==mB^ C>Ti)<[ (r+OA und 
m= oder >74-ii folglich C^iniD^ oder wenn nÄ=B^ 
abernC<Z); oder wenn nA=zmB^ ^C>rD<; (rrf-i) D, 
und wieder m= oder >r+J, also nC< mD : und um- 
gekehrt. 
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§^ 4>- Sind Ctind D commensarabel, A arid B in- 
coixiniensarabel: so mrd AiB^CiD seyn« wenn eine 
der hieineren Grenzen des Exponenten des Yerhältnis- 
Qes AiB dem Exponenten des Verhältntsses t7:D gleich 
isty oder denselben noch übertrifFr; und umgekehrt: 

d.h. wenn, indem A'^ — B < -^ — B ist, entweder 



n n 



C= — B oder <— D ist; folglich wenn, indem n//>rB 

ist, nC ist s=rZ> oder ^rB ; und umgehehrt* 

$. 42« Sind endlich sowohl A und JB, als C and D 
incommensurabel : so wird AiB^CiD heifsen, wenn 
für irgend eine Zahl n die kleinere Grenze des Expo- 
nenten des Verhältnisses A : B der gröfseren Grenze 
des Exponenten des Yerhältnisses C : D gleich , oder 
gröfser ala sie ist; und umgekehrt: d. h. \\enn, indem 

A >~B <-^^B ist, entweder C nur <-^^=^D 

n n n 

und schon «< — D, oder sogar schon C7<-^— JD ist; 

folglich wenn wiederum, indem nA^rB ist, nC hinge- 
gen ist <^rD: und umgekehrt. 

§. 43. Euclids 7te Definition: Otav is rav ccraxtg 
noXkani.aaiG)v ^ ro ^lev r« n^cors noXKanXamov vneQSXi} 
TS TB 8svTBQ8 noXkanXaGis^ ro äs ra tqltb noXXanXaatov 
fii] vitegexi] ta ta teraQta noXXanXaaie* tote to ngatov 
jtQOQ to öevteQov /cet^ovct Xoyov sy^si^v Xf/erca, ijneQ ro 
TQLTov *n^0Q to tetaQtoVy schränkt sich blols auf die 
Bt;dingungen und Folgerungen $. 41. 42. ein, ohne der 
Fälle §. 39, 4o« zn erwähnen. • 

Dieses wird durch >die folgenden zwei Sätze ge^^echt- 
fertiset. 

§♦ 44. Satz VII. Wenn A=mB^ aber CKmD\ 
ode^ wenn nAz=iB. aber nC^D^ oder wenn nA=^mB^ 
aber uC'^mD; so lassen sich immer ein gleich Viel- 
faches von A und C, und ein gleich Vielfaches von B 
und D angeben; so, dafs das Vielfache yon A gröfser 
i^ als das von £, das Vielfache von C aber nicht gröf- 
ser ist als das von D. ' 

Beweis, istens. Es sey A=mB y aber C^mD^ 
nämlich mB^C-^-Ei so wird 

a) wenn ^j^^ ist; 2C|^|C4-^i oder fnD seyn 

(I. B. Ax. 9.4*)) ^A hingegen 2A^=2mB ($. 14.) ^mB ist. 

ß) Wenn C^JS ist : so nehme man von E das Zweifache, 

Dreifache u. s. w., bis man ein Vielfaches von £ erhält. 
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das eröfser ab C ist ($.'8*X Dieses sej das rfache yon 
£: also C-^rE. 

So ist rC-^-CKrC+vE (I. B. Ax- 40 ; -d. h. (r+0 
C<r(C+£) oderrXmD(§. 2i.i5.); da hingegen ($.34.) 
(r^\)A^rAoAer{^,ik') rXmB ist. Es sind aber rXm4 
und rXmZ) gleich Viefache von B und D (§. 3o.). 

2tens. Es sey nA=Bf aber nCK^Dy nämlicli 
Drrr^iC-f-JE: SO wird 

a) wennC|^|E, also (l.B. Ax.2. 4.) ÄC-f-Cf^|/zC+£, 

d. i. (n+i) CJ^JD ist, 2(n+i)^^|2D seyn($. 14. i7.)f 
indem (7i-|-i)vi>n-4 oder J5, folglich 2(714-1) ^> 2B ist 

(ö- 17-). • , . 

^) WennC^E ist; so sey wieder, wie nr. 1., C^rE. 

So ist rXnC+C^rXnC+rE (I. B. Ax. 4)5 d. h. 
(rX7i+i)C<r(nDH-^) oder rZ) ($. 21. i5.) 2 hingegen 
rXni^-f--^ oder (rXn+i) A^rXnA oder rB ($.21.14.)- 
Nun sind (rXn+i) -<^j (rX/i+i)C gleich Vielfache von 
A und (7(§. 3o.). 

3tens. Es sey nA^^mB^ aber nC'^mD, nämlich 
mD=7iC-|-E: so wird 

a) wenn Cf ^|e, wieder (I. B. Ax. 2. ^.)nCH-Ci'^nC+E, 

d. h. (n-f-i) C {^jmD seyn, indem (n+iyA'^nAf also 

^-mJB ist. 
/J)"Wenn C^E^ und, wie nr, 1., C<rE ist: - 
so ist wieder rX/iO}-C<rX7iC4-rE (I. B. Ax. 4.); 
d.h.(rX7i+i)C<rX(yiC4-E) oder rXrhD(§: 21. i5.): 
^ da hingegen rXnA-^-A, d.i. (rX/i-f"i)'^>'''X/i^ oder 
rXmB ist (g. 21. 14.). 

Nun sind (rX^i+i)^, (rXn+i)C gleich Vielfache 
von A und (7; rXmJ5, rXmD gleich »Vielfache von B 
und D (fi. 3o. 22.). 

g. 45, Satz VIII. Umgekehrt, wenn unter den gleich 
Vielfachen von A und C, und den gleich Vieffachen von 
B und D, ein Vielfaches von A gröfser i3t, als das von 
B, das Vielfache vonC aber nicht gröfser ist, als das 
von D 5 wenn nämlich pA^ qB^ aber pC nicht ^ sondern 

I P'F^ * ^^^ ®^ ^®* A=mB 5 . . . 

so ist CK,rnDx oder es ist n-^=B ; so ist nC^D: 
oder es ist nA=mB ; so ist nC-^mD, 

Beweis, istens. Es sey A=mB; also pAs=pxB 
(g. 14.). 
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Da (VorAUflfi.y pA^qB: so ist ftuch pXmJ5>^B; 
und daher ebenfalls pXmD'^qD ($• 3o. 27.). 

Aber pCJ^j^D (Voranssi). Mithin, da qD^pXmD* 

€x aequo^ oder ßjartiori, pC^pXmDi und daher C^iiiJD 

atens. Es aey >fu^=:=:JB; also •7Xni4f=^£ ($. 14.). 
Da pAi^qß^ (Yorausa.)* «o ist auch pA^qXnJi 
folglich «benfalU pD^q^XnD \§. 27. 3o.). 

Aber pÖ^ml) (Vorauss.); daher auch nXpC: ^Jn x qD 

(§. 14- 17O» oder pXnC|^|9XnD (§. 28Ö; 

folglich, da qXnD'^pD; ex aequo oder a fortiori 
pXnCKpD; mhhin nC<^D (§. ig.), 

3tens. Es sey nA=mBi hho pXnA=pXmB{§.ii.); 
oder nXpA=mXpB (§. 28.). 

Da pA^qB (Vorauss.); folglich nXpd^nXqB 
(5. 17.); 80 ist mXDB^i\XqBi und daher auch mXpD 
^nXqD (5. 27. 3o.). 

AberpC|^|<7D (Vorauss.); mithin nXpC|^| n X qD 
(5- 14. »?.)• 

In beiden Fällen ist also wieder nXj>C<imXpD 
oder pXnCKpXryiD (§. 28^; und daher /ir</>iD ($. 19.). 

^. 4^* So erhellet aus dem Bisherigen: dafs die 
Euchdischen Definitionen 5. 7. des V. Buchs, die Be- 
dingungen und Eigenschaften der Gleichheit zweier Ver- 
häitnissey und des Grölserseyns des einen, welche sich 
^us dem gemeinen Begriffe des Enthaltenseyns einer 
Gröfse in der andern (g. 2.) nach den mancherlei Fäl- 
len» die dabei statt haben können^ ergeben, in gröfster 
Allgemeinheit auf die kleinstmögliche Anzahl reducirt, 
' enthalten und ailgeben. 

§. 47. Jene, gewöhnliche Vorstellungsart ($• 2.) bei 
Seite gesetzt; dagegen den Euclidischen Begriff vom 
Verhältnifs (§. 3. f§.) zum Grunde gelegt,^ vermöge des- 
sen die Einerleihelt oder Verschiedenheit zweier Ver- 
hältnisse A:By C:D^ von der Vergleichung- der ersten 
A und der dritten (7, oder ihrer gleich Vielfachen, mit 
gleich Vielfachen der zweiten JB und der vierten!)^ oder 
mit ihnen selbst abhanden müfsen; läfst sich eben die- 
ses auf folgende Art aarstellen. 

fi. 48, Bei der Vergleichung von A und C mit 
gleich Vielfachen von B und D, so wie bei der von B 
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nnd D mit gleich Vielfachen, ron A und C^ hotninen 
folgende Fälle in BetFachtung: 

istena, A ifit einem Vielfachen von B^ und zu- 
gleich C deia eben so Vielfachen ron D gleich; oder 
ein Vielfachem von A ist. gleich B , und das nämliche 
Vielfache von C ist gleich D: es ist A=mB\ und zu- 
gleich C=mDi oder e» iat nA^^B^ und zugleich nC=I>. 

In beiden Fällen sind alsdenn jede gleich Vielfache 
von d und C, irgeiid gleich Vielfachen Von B und i>, 
das von A nämlich dem von B, und das von C dem von 
2), entweder beide gleich, oder beide zugleich .gröfser ^' 

oder hleiner: es sind immer zugleich pAi=\gB ^ und 

\<1 >' 

pC{=\gD; was auch pj q für ganze Zahlen seyn mögen 

\>) 

(§. 3i. nr. 1. 2.\ 

2tens. A ist zwar einem Vielfachen von B gleich, 
oder ein Vielfaches von A ist gleich JB; aber C ist dem 
gleich Vielfachen von D nicht gleich, oder das gleich 
Vielfache von C ist nicht gleich!): es ist ^=m£'y, aber 

C j^l'^ 5 ^^^^ ß* "^ nA=Bf aber nC|^|jD. 

In den Fällen A=mBj aber C<^mDj nA=Bj' aber 
nC'<CD] läf^t sich immer ein gleich Vielfaches von ^ 
und C und ein gleich Vielfaches von S und D ange* 
ben; so dafs das Vielfache von A gröfser ist, als das 
von B, das Vielfache von C aber nidil gröfser ist, als 
das von D (J. 44« nr. i, 2.). 

und in den Fällen A=niBy aber C^mV\ nA^=Bf 
aber nC^D: 

sind (§. i4* i?«) 2^=2mB, aber 2C^2mI>i 2nA=2Bt 
aber 2nC^2D: 

Man hat also gleich Vielfache von ./f und C, und 
(5.3p.) gleich Vielfache von B und D; so dafs das Viel- 
fache von C gröfser ist, als das von D, das Vielfache 
von A abf?r nicht gröfser ist, als das von B, 

5tens; C ist einem Vielfachen von D gleich, oder 
ein Vielfaches von C ist gleich D; aber A ist nicht dem 
gleich Vielfachen von JS gleich, oder das gleich Vielfache 

von^ ist nicht gleicht: es ist Cs=smDi ^htr Ai^lmBi 
oder es ist nC=D . aber nAtS^B. 
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Aas den Fällen C=mDj aber A^mBy nC=Df aber 
nA^Bi ergiebt sich die .zweite Folgerung nr. 2, aus 
$.'44* nn i» 3. ^ - ^ 

Und aus den Fällen C=mD^ aber i<^>mB; nQ=D^ 
aber nA^B\ ergiebt sich die erste Folgerung nr. 2. ; 
indem nun wieder 2C^2mI>, 2^^2mJB; 2nC=2D, 
2nA^2B ($. 14. 17.). 

Ist weder ^ einem Vielfachen von JB,^ noch C einem 
"Vielfachen von D gleich ; und auch,* weder ein Vielfa- 
ches von A gleich B, noch irgend ein Vielfaches von C 
S' 5ich D : so beruhet das weitere auf der Vergleichung 
r gleich Vielfachen von ^ und C, mit den gleich Viel- 
fachen von JB und D, 

$• 49* Hiebei ergiebt sich nun entweder: dals Viel- 
fache von A Vielfachen yon JB, und zugleich die eben 
so Vielfachen von C, wie von A^ den nämlichen Viel4 
fachen von D, wie vonJB, gleich sind; oder nicht: d.h. 
es sind entweder zugleich nA=mB^ und nC==mD für 
einige ganze Zahlen n, m; oder für keine. 

In dem ersten Falle hat die Folgerung §. 48. nr. 1.' 
wieder statt, vermöge §, 5i. nr. 3. 

In dem zweiten ist entweder, für gewifse ganze 
Zahlen n, m, zwar nA:=mB^ aber nicht zugleich auch 

nC=mDy sondern /iC|^|mI>3 oder zwar nC^mD^ aber 

nicht zugleich nA=^\B , sonderh nA\ ^t^-B ; oder es ist 

weder irgend ein Vielfaches von A einem Vielfachen 
von By noch irgend ein Vielfaches von C einem Viel- 
fachen von D gleich. 

Ist nun nA^=mBy abernOwiD; oder nC=^mDy aber 
TiA'^mB: so hat man gleich Vielfache von A und (7, 
und gleich Vielfache 1 von B und D, die so beschaflen 
^ind; da fs entweder das Vielfache von C sröfser ist, als 
das von D, das Vielfache von A aber nicht gröfser ist, 
als das von B^ oder dafs umgekehrt, das Vielfache von 
A gröfser ist, als das von B^ hingegen das Vielfache 
yon C nicht gröfser ist, als das vonZ> : wie §. 48. nr. 2. 3. 

Und wenn nA=mBy aber nC<^mD\ oder nC^zmD, 
aber nA<C fnB : so haben die nämlichen Folgerungen 
statt, vermöge $. 44« nr. 3. 

Fndlich wenn weder irgend ein nA irgend einem 
mB, noch irgend ein nC irgend einem mD gleich ist : 

so sind entweder immer zugleich n^|o|m£ und ^C^S jmi); 



8o ' ^ 

oder es ist für gewifse Zahlen n, m, indem n/^fol^n-i^t 

im Gegentheil iiCjoJmD. 

Der erstere von diesen Fällen ist wieder in der 
Folgerung $. 48: nr.» 1.; und der zweite in den Folge- 
rungen $. 48* nr. 2. 3. bep'iffen. 

§. i^o. Die Erfolge der Vergleichung sowohl der 
Gröfsen A und C mit den gleich Yielfaehen von B und 
Df als der gleich Vielfachen von A und Cy beides mit 
den Gröfsen B und A und mit den gleich Yielfaehen 
derselben, reduciren sich also auf die zwei allgemeine 
in den zwei Euclidischen Definitionen 5. 7. angegebenen 
Resultate. 

itens. , Entweder sind immer zugleich pA\=>qBj 

pC\z=SqD'^ was auch p, q für ganze Zahlen (mit Au8- 

schlufs der Einheit) bedeuten« ^ 

2tens. Oder es ist für einige ganze Zahlen n, m 
(wieder mit Ausachlufs der Einheit^ nA'^n\By aber fkC 

nickt >- sondern |^|mD. 

Das Resultat: nC^mD^ faber nA|3^}mJJ; reducirC 

sich nämlich auf das vorige durch Verwechslung von A 
und. C, B und D, 

$. 5i. Durch welche technische Benennungen Eu** 
clid die Beziehung der Verhältnisse AiB^ C:D^ nach 
jenen zwei Hauptresultatep ^ der Abkürzung ,des Vor«- 
trags halber, bezeichnen und unterscheiden .wollte, war 
im Grunde willkührlich. Nur mufste er, wenn er in 
der gemeinen Sprache schon gangbare Worte dazi^ wah- 
leh wollte, dieselben dem Sprachgebrauche und seiner 
Analogie möglichst genau anpassen. ^ 

Das erste Resultat enthält die besonderen Falle, wo 

s^ugleich nAz^mB^ und nC^=ml): also beides, A=^—Bi 

und C= — D; mit Einschlufs der Einheit in dcfi Bedeu- 
tungen von m und n (§. 48*): i^ welchen also A die 
Gröfse B, (sowohl nach der auf das Ganze eingeschränk- 
ten Bedeutung y als nach der weiteren Ausdehnung der- 
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selben auf Theile) eben 80 ?ie!inal entbftlt« aU C die 
Cröfse D. ' V , ' 

Das Bveite Resultat : nA'^mB^ aber RCf^mX)(.folg^ 

lieb Ä^~B^ aber ''IP'r^A besagt, wenigstens wenn 

sowohl A und £, als C und D commensurabel sihd> in 
dem erst* angegebenen Umfanget A enthalte £ mehrmal, 
als C die Gröfse D enthält. 

So waren für das erstere Resultat die Benennungen 
einerlei, gleiche, ähnliche Yerhältnisse , oder der Aus- 
druck, if Terhalte sich -eu B wie C ku D; und füif das 
zweite der Ausdruisk, A habe eu B ein gröfseres Ver« 
bältni&i als C zu D,. der allgemeinen Bedeutung dieser 
Worte gemäfs ; rielleioht auch schon mit ihrer Anwen* 
düng auf Verhältnisse commensurabler Gröisen, wenig- 
stens auf die einfachsten' Fälle derselben, übereinstimmend. 

$• 53. Was einerlei *und gleiche Gröfsen, verschie*» 
dene und ungleiche, grofsere und kleinere heifsen, hat 
Eticiid nicht definirt; sondern die Bedeutung' dieser 
Benennungen von Gröfsen, als aus dem\ gemeinen Sprach«» 

äebrauche bekannt, angekommen. Dagegen hat ^r, um 
^n Abgang dieser rielleidit an und für sich nidit ge^ 
nau möglichen Bestimmung zu ergänzen, und den Mifs» 
brauch unbeschränkter, schwankender Berufung auf den 
Sprachgebrauch zu yerhüten, ausdrüeklich in den 1-^7. 
und g. Axiomen des L Buchs, die r auf Gleichheit und 
Ungleichheit der Grö&en überhaupt. sich beziehenden 
Satze angegeben. Seren er sich, als in den gemeinen 
Begriffen derselben enthalten, in der Folge zu Begrün* 
düng seiner Schlüsse bedienen werde. Aufser diesen 
nimmt er in seinen Beweisen Gleich und Ungleich, und 
in dem letzteren Falle Gröfser und ttleinerseyn , als so 
entgegengesetzte Eigensdhiaften homogener Gröfsen an, 
dafs me Folgerungen allgemein gelten; A ist entweder 
gleich £, oder grofser als JS, oder kleiner als B ; A upd 
i sind gleich, wenn keine von beiden gröfser ist als die 
andere; A ist gröfser als J3, wenn A weder gleich dB, 
noch kleiner als B ist. 

$; 53. Gleiche und ungleiche Verhältnisse kennt der 
gemeine Spradiffebrauch wenigstens niu^ dunkel, schwan« 
kend , und weaer in der Bestimmtheit einerseits, nofijk 
in der Ausdehnung andrerseitSi deren der Mathematiker 
bedarf. 



( 



8a 



..f.- 



ifliäcm nun Eucficl 'die nedeutung der Benennapgeii 
Ein^rWi, G^pfscr, für Vurhältniöse in seiner 5. und 7, 
ne^nt^^^Hau.besfimKiu niHimt er zugleich' die. Yerbind- 
lichkeit auf* sich, seine, Sätze Ton, den Verhältnissen blol's 
hierhä6%''ohnc' Ernmischung dfer gewohnlichen Becteutung 
Jer 'Worte.' £inet'lei>r*Gieich.y yersc^iedei]u. Ungleich > 
4^ro£ner, Hleiner,: und der darauf sich be^i.ehjenaen Arxiomc^ 
fibzufass^n und zu beweiseii. liCtzt^m bleiben, Ibiel^ei 
fiirUia Bttf^noch 1 e<i,r . Aftwenduog bei .df^'S^I^^^Tielfa- 
dien brauchbar 9. auf deren Gleichheit und £ng(pichheit^ 
in der gemeinen Bedeutungi sich a^ine DefiiXitionen be- 
zieherei/. Daher b^w^iset er::.yrirlilich. in den Sätzen Y^ 
7f--jti% a3»i von Vei:hä]tni.<9sen, was er voa jGröfoen .als 
Axiome angtoommen. hatte* . Und Roh- S)^son.(l. ^. 
p.. 36». £gg*) tadelt und..yerw:irft mit Recht die^ nun in 
den Elementen stehenden Beweise, der :Sä^^',Vy g.. lo« 
l^heils als .unvollständig, th^ils als fehler^afs und unächt, 
teilt . folgender BemerKnn^ *) 5 Hßius, prf3ippdt{oni9 ^ V^ Qf), 
'xtamansträtionem (iedimu9 mßgis. explifiitani.ea, qi^ ti^;Et^ 
wnentti. Jmeicnus habcMr.'^, AH^^ hujus,;{y,.\Q<.), demqnstrqr' 
tion^mt trader^ ntice8sarium.JkUit ea enitn^^'^gjix^ in eflitiomr' 
4ms ßt4Uici$ et Latinis; alüsgue habetur,^ ii^ltifnci njon^,f^L 
Vefh.ai^efdm : mßior.^^eadeni sh^ ae<funlis^' minor ^ qp 
fmagniUKffnibu» et rationibui dtversq pwr,^ ^eniu ,(iipufiikri^ 
^ut €os liDi^nA 5. ^t T* ,,hujf^s J^ibri\pcUet<'^yiiictur aui^rn» 
tÄtt/i7, j 'qutiidemonstrationem dccipxae , ^^ae jap}; habelur,^ po^ 
^suil pitßf^^puBf qaam.IfU4oxu3 aut E^cli(^^SJ4fdßh^ d^ 
ceptam-^iasd^ transferendo idf quQcL timnij^sf^am, ^giiidem' e^t 
■de li^iflgnitudmibus, ad ratwries-^^nwgnitudm^rn^.sipiticef^^ 
ivUJuonrpQ^Sß'simid mßjorefjn^.. et ^inqppn}. psse qllaJ Quae 
leiderri ae^mliUf ei inter 4e si^t aeguaha^, .jd^ion^a est md^ipip 
^evidens^ d de mßgnitu4ifUbus intejli^giur. . iiu^^lide^^Muiern 
.ea nonutliur ad' os,t^n(le.n4fini : raJUon£s^ gpae,^iden\ ratlofli 
aunt eaedemt inter $e easdem ,esse^,sed,hfic expUcite iderpff^- 
istrat ii\^V, ii. -r- : , , . ,: ^^' 

} i >^ :£f4.-. Uebri^eqs: folgt, ai^;- der^ otogen Beductio'i 
rS. dStfgg.,' daf^/dli^ifiWei <^dcr drei l^ndr^suHate dersef- 
ben, roitnin auch die darauf bezogen eif jß^nen^ungen ^i« 
nbrleiTtxfler gleicher^ gröl'serer« jl^J/^ia^r,C]p; yerhüitnisse, 
^tni^dec/ebe.n so . ejrHgefieiiges^z^t.^^iiiJd , j}y/^ ^^ :^^H^ 
(gem£^'mej)*'*Sprachgebrauchj9. die Beneiij)i^gipn /ei9eH^i 
odeiTjgleiofaer, gröfse^e^v.M^^nerer Grössen | dabei* dejjtp 
die zuletzt fi. 02. von den Gröfsen^ angeführten Sätze 

*) Matthias p. 55.%. 
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auch yoti VerUltni^stn in EticUdLichem. aeinpa Dcf,.S. > 
gemäfsen, ^inne gelten: Vi\ß ed.m.^^tllewege 4i6 fipraclü 
Anal<M;ie erfodert. 

^55. Hieron. S^oqherius {Eucluü., {0\]imHi 
naevo vindicatus» MedioL i735«) haJt p. iiS*,^sg^ ,\a der 
Absicht aua den Beweisen der $|it^Q^ y, i^\j^](^. X^ di« 
Yoraussezang einer vierten Proportionalgr^GBeisiji* drei 
gegebenen wegzuschaiFen, einen nicht .ganz gerathenen 
Verpuoh gemacht, die Deduction $<i. 49*^ bu dem Zwecke 
$• 54« zn gebrauchen; welchen Hob. Sims^on !0.c. Iyfo||^ 
«d y, i& p. 36&a^q0^)\ noch achlecl^er,. a^fgenon^ 
men hat« * . ^ v.- > .\ ■.". w*-.- ' - « 

Seinen HulfsaatZy pder yrie er ihn pennet, Ax^oni; 
Slni guaiuor magniiudines A, Jb, C, I)\ gwirum ,d^H0jp P^i^r'^ 
irif suo proprio genere^ oc similiter po^etfiavß8^ y^/^ epdem 
cum prionbus gensre, t^el in alio^aupidin sUQ proprio gencrp» 
consisiarU^ ^dico^ rationem ierlme C ad , (fßmrU^m IJf vel 
€icqualem Jbrßf ifd majorem^ vet minorem raiiona.prim(ie ^ 
€Ld secundam 3 . -^ zu beweisf^n, . . sq^ickt • 3 4 jpc 1\ cJ r i ^ a 
Toraas: Sumantar ipmriunA,, primae et tertiaAu guäilibef 
aequßmuttipiice^ E^ G} atqfw liem ipsarumyäsecundaeif 
guartae D duae gmelibel aequemiHtipltcis . % l^ ,\ t^qjfsiaf 
p rimp : fiodonemipsius Ä ad B oßcfualem Jore rßiioni ^isius 
C ad Df si vet in una ca$tt.. iO't^^f^ äßsumfarii^ ' ßequemülti> 
plicium contingaiy, \ ut £ multiplex pjrimää aegtudis sit tmt ^J" 
multiplici secum^y et ß mulliplesK.tß^ia^ aegifolis sj^'ipsi }^ 
multiplici gimriae — Constat ^ecft7n\d: rafion4ffp,\pf^ap 
A aJdi8ecundani, ^ majßreniJhre^rfl^PX^ier^^ 
tarn I), si ffel m itno casu idümn. assUv}larijifxrf^ 
cium con^ingüU ut E multiplex pi^i/nae epceedf^i. ipsgm t 
multiplicem secuni/fOe, ^d Q ^niulUplex terfigjs J^^^^^fpffic^ 
lUam L multipliQem.4^uartaßji .aut^ }f^4,E, äegvjgiii eft^-pmej^ 
dicta» I {prallt egf cum Clavio interpre.tqr\p dfwi.^'idiern 
G. minor est sibi Qorrespondente i^— .*Üpd J^nvf dar<\ii| 
fort: Fei inter f^ssibUes a^uemvUipUce^]prirm ei ierr^ 
iiae Q^ od simul jinter posslbiles OffpuerhiftipliQ^ »^p^ii4iie S 
0^1 güflrtae D, una gua$piam reperitur E jmu^tiptes pnmae 4 
a^J multiplex; $ecu^idae B tpvjcem. äeguide9^ ,^gc, ^ifnul (in 
modern casu) una guaedam G muJUij^(ea tertu^lC äegunlfy 
ipai L multiplici guariael): i^eV lyjLsgmni ialis aeqmlitasf^ 
peritur. Si primum: Consta^ i^pimdeifnonsttaijs^^tafori 
ji ad B ut C ad D« Sin vero nJutguam reperiiur ^JH^f^^^fi 

•) Katthitt p. 63 %. .. ,, ^ , ,.„;. 
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■simvi ^ U^ijue f^^^iie/fiaS0s : vd uftem ad attehOtatn 
■patVitii TS^itiir't'vt-pulä ad pdrtem primae A; vel niaqttam. 
,3i pritfiian :. frgoAfix pr.aemi^ia Eijctidea majorü ac minoris 
'pr^o^on^ S^Müoäei'ßilb'ebii Aa4 S majorem, out mi/io- 
i-A^ ii-oso^affMi,vuäM\0'ädi D, proüt G midlipUx terfxae 
IP'mSupr/uer.H; fldt fhW/ifr ^Sd t thulUpHci quaiHae t). Sm 
WM ^äuiüM'ih':-erg6.'^''Ütia^qiidem parte, u. gr. ad ipstü 

'""m üi^'S-'tecm^rA', cfirtlingtre potent, ut Üla-mülti- 

HmJ- 'sil.^lferay.MJlipUci I, dürft viöe viria'ex ot 

^^■'ilM'Wftiii^pWar'ö- mopr est-xdUra mtdtipVii L. 

Tä)tö''i/^m}^^^(}^ öiderAmM&Läd^TdtwneyTÄilo priniat 
A ad secundam B ef.il minor rafione tertiM C ad t/uarlam 
3PV Ina' vice 't^riL"-iB^ilr''3imönstrafian nianefsubstitutum 

''■"^MM', fftgt'RtfW SimSdP hei,' sed ^iJiS demOnstra- 
(forta.7tM(ft^ '"Quöd'iMm rticit passe corilinger);^ poierit'iti' 
hümei-is äiäibü)' nühquam'cohtingere^ ei propterßa demönsfra- 
tio:äßi^AiäM'':'^. JVöJii''feÜ. gr. siß^rit Aiatm- et B diame- 
\ei::MdäfM/C fCrd'ffito'Bt D diameter' aUeriui quadratt: 
Wii|(iri*h 'JjtlteWf müliphx 'tpkus A aetfüfdis 'esse mtiltiptici 
fpsiaä''l}',''^'tiec,^i^ua 'ipstüX'-C'-'aequälis alicui ■ ipiiua D, ut 
notüift! es^ ta'mek "n^gaan^ conUn^ere.'poieVh, utf exi- 
iietiih ^'^m^liii qüadäjn ipstia' A' majore,-': p.el minore mul~ 
ttpUci*'^'giib^'äfk 'ipsiia' Sf'; ytiu^ti^Jjet '^itut'C' vice versa 
mäiä^,:vil major sityniiltiplict ips'im' D/' sumtis scilicet 
ipsitAlril'' Ji'"p 'hdi/üi'tAiittffificibia, W ipsarum B, D deqtie- 
thiiKßßtHtu:' 'Sunfii0i A; B, C, D prbpdHioTiides: 
"''"«elitär 6^eil'ktitig"2u folge, hätte Siib'son den Be- 
We« afe'i'^itPcE'hetillV'nfcllt Jür ganz üntaUglicH, nur 
für n'&VolMtatiäis;, ä&6r'leiclit cr^izbar, ^i^Iären sollen: 
üid^'.der'VOTt Uin'überBeliehie I^U mir einen zweiteö 
flfet'.'lGMclilieit beiäet' VechaiwisSfe angibt: 
,' Triftig., M»(>Öll'i& Eibfr'Vgegtei den Bp'vrifa, Jen Sa C- 
c1i^i4iii'^eni' ersten sefirt'ervoranigesChicKteri Sätfee bei- 

fftä t h'iitJ"€fliigeA''en3ei ü'eifden, oafser nicht allgemein 
lii|:'Vt^/ Et- Jst liäin^kK kiliefc gefafat folgetider: -Wenn 
«oH'ii^iiJn^.'ali «t^mO; ao ist beidei, ^:JJund 

dem Satiie VIT, 19. sind aber A, B, €, ».Zahlen: and 
' " iiisofefn er sich ztoti- Theilauf' VH, 1 



auszui 



ndel," vei'slatlfet nitihf, ihn auf , jede'BAdere Grtifeen 
;uaeliriert. . ■.. '1-, , . ■ . ,i\ > . 

Zweitens Wlienn et Saccfaerias selbst p. 123. rsS;: 
Di« Auslegpng and Ansdehnung der f. DefliQtiön in, sei- 
n«r xveiten Framiss« (lonne blofs Bedürfaisaes halber 



.^6 
gemacht 2a sejn scheinen. Updi^tf Hed^tfertigangeu 

fgg. Jl^eigefü^QlB^weU :de9 it.W^it^. TI^MI^ 4ei)«r iP«ä^ 
misse vffenUgtbq6ix4..6e7p. 




des Satzes, g. 44« nr. 3. undT^einig^ äfid'a:*<^^dlB 'gfeiefi 
Vielfaqhejjetre&frde^^^^^^ r^ , 

istehs. Wenri die Yerii&ltmsse Aijs^ CfayiJtiter 

•teh eiiierle(f dsd (De£r&)<Ijänic^ ^<igiefi6h )liMb£«{mI>, 



-- » 



\ftT<, • M 3r:f 'V. .V (i*)U\,fS/>.:i: 



und VtC<T= {''^^9 ^i'^d : folglicl^ .niemals, w^der nJ'^mB^ ' 

aber ntl^jmDj noch nC>mD9 aber '»^j^i^^ ist: so 

kann w«djsr.üf:S:>£^^Z>,.jDDUifiCbdB>iti^/^ J^fi 

<C: Z> nach Def. 7, seyn. I^ 

. 2tenß..iJmg%Ii^hit, ^^v^n W«4BFf^:i-?>biTÄ .«?<* 

C;D:>:^;.';fifcaa:|^ann< /.. ^».^n / 4, .t,..^, v ,\.< 

a) ind^m nA2=mB , weder nC^mD sejn, weil sonst 

(Ä, 44. nr. 3. und Defe 7.) AiB^CiD y^re. Also^mufe 

, ^) MeAjii n4>i^^ lwd:i^uQ^ nC>7iiQ weil 

wenn hC {"^rnD sollte .^^jT^ h^mWi 'di J8>Citofi jtör* 

y) Indem riAK^mB^ mufs eben£atts nC^«i{^vfeti:<ii: .da 
sonst, woM TfCf^l^nD-wärl^V iF?I>>^:B .feytr'frürde 

Xpef.,7;.wct^ß^.4i4«^ ^"^'^^^^^^ ." • . J -'< 

Folglich ist'aisdenn 'iminer eugleich ni^<=!mB, ^nd 

nC?=>mD; also (DcJE. 5.) Ä\B=CxD. 

3ten8. Weni^die Verhältnisse Aiff.CiD nicht anter 
einander einerlei; also nic]ff, ii^lner zugleich v^ vpti^? 9 



• '^v 



nC (= YmD sind (Def. 5.) : so wird für einige ganze 
Zahlen n, m ^ / 
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a) l^i^äiev ^iC^ indem nA'smmB k^: ak- 

^ehn'UM^ iMi^^stea P«lle C:D>^j(:JB (Def.?.); und 
in dem zweiten AiB>C;D (§. 44. nr. Sk und Def. 7»)- 

\ ./J).Q^«i^ eft wird «^^JV^J^ 3^yn, indem nJf>mB ins 

r) Oder crf S»frd ndc]'^ ^ern, indem' ii^<7aB in: 

aUd#t|D;iftt CtD^A:£ (Def. 7. und g. 44. nr. 3.). 

, 4le9e. WeiMn -i;JB>:C:I)j aUo (D^f, 7O füi? «i- 

nige Zfl^leu n, m iBl nA>mBf aber n(7|^|n!9D: ao eind 

' t ^\ 

a) &i€»t ^filr jede ^fahlen n» m sugleich M <"=»> mS', 

' fl) Ränri auch aUdenn üioht AtB^C: D, oder C:D 
'^A : B aeyn: ; d. b« (Def. 7.) ea köiraeii für keine zwei 

£UiM fahlen pr^t «eyan fiC>gB,i hingegen p^j^^J^B, 

lienn wegen iiJ<>mB , aber nC|^mJP (Yorauaa.); 
V iat :attiA (§. 17. i4i) pyinA'^pXmB^ aber pXnC 
l^jpkmD,-^ qder pX^Dj^lpXTlC. ^ 

Und wenn pC^cfDi ao ist auch (5.17.) nXpC, oder 

AIm^ ^ oeyifo. oder tfforthri pXmD'^nXgT), 
Daher ebenlalla (^. 27.) pXmß'^nxqB., 
l^'oIsUch um 8p yielmehr pxn^ oder (jf. 28.) nXM 
>nXgJDi und alao »och pA^gB (§• }9*)* 

§. 5^. -Wenn n^&=7tS, und nC='nD iat : so ist A=S, 
D ($. 18.). 

üi^ nuo folgt freiter, frevln p^^SfJB: weil gBszqA 




($. iij.)t «ho Bun pj<2=3W iit; '' 



^ 
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(>) . ^ (>) 

• J v; ... .••• ''-« (<;| • " *'.♦. ":'' '' 

• ; Der .8»U.-$. 3i. i^r. 3.:.daTsi wqnn 7M=yy^;^ttnd 
7iP=mD ist, jede Gleichvielfache von ^ iind^C irgend 
Cleichvlel|aciiiBnWon-.S ünd'!&, das von A nätidicÄ defn 
von Bf und das von C dem von D entweder Jbeifle C^lotch, 
4dttr I^eide' 2i^feidb gi^öfsef ; odst.Mein^r sey<en;vgüt,,iibo 
auch für die .ßedingan'g luiti^nJS^' und nCbz/iJD. » ^ ^. ^^ 

-•/ $.^5&'.:So\^folgt audi an» '/d^k> Bedingung . Ai^=?n^, 
aber nC<C/iD, eben so wie $. '^i^hJnr. 3. aus v der Bedin- 

f;ung nA=mB^ aber nC< mjDlvdaTs^ siob ^ift Gleic^yi^K 
aches von A und C, und ein Gleichviel faph^ Ton jß 
nnd D angeben lassen, so, dafs :das Vielfache von A 
. gröfser dls dhs voa £, daa;cyiel£&ch0 .,von C aber-^aicht 
gröfser als das vonf P'ist. 

Wenn nämlith nAz^nB^ aber nC^hD^ und hD=nC'\'E 
ist'} so wird: . ". • • * « ^ . 

a) wenn ^ {5} E ist ; iiC+ C.|^|nC4-£, d, h, 

(n+i)d^^aD seyn, indem (pr\-\)A"^nA ode*«ifi*lät.- 

. ß) Wenn *C>E^ aber C<^rE ist: so wird rXnC^C 
<^rXnC>if^E, 4. h; (^Xfi+i)C?<r(n(74-JS) oder r XäÖ sejn; 
indem rXnA^A d. i. (rHÄ4-i)yi^rXn^ oder r></LB ist. 
$. 59. Die Resultate $.49-% ergebeii sich^af^ö auch 
aus der Yergleichung* Gleich,vielfacher von.^ und C mit 
den nämlichen ijrieichVielfaclien von B und D';' aus der 
Vergleichung (in Bücksieht «uf Gteichheit und Ungleich« 




beziehenden Äuk'druck de:^ 5ten^' Gleichyielfaohe der er« 
Aten und dritten. Gleiohvielfache der> zweiten und vier- 
ten Gröfsö, ")((t-&^ 'onoiovsp HBTAänXatfiairitbv^ -sf^cundum 
tfuamcunqm \^uttipkm%ionem-\[.p^^ von Gleiph vielfachen 
aller vier Gröfsen zu verstehen; mithin die Definitionen 
auch auf dieser ihre gegenseitige Vergleichung * anzur 
, wenden. ' 

> $. €o. . Diesemnach ist 1 a^ens. AiB^=^C\JO% wenn 
A=iBy und C=Di folglich (Sf. 14.) ti^^äÄ, vlh^ nC=9iD 
<$. 57. uud Def..^.)« 



•""«• * '. .. '..'. 
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i aiiiM. wi: B> J5 : D, wenn A> JJ,. aber Cf^}l?; folg- 
lich (g. 14. 17.) iU>iifi* ebey nC^'^nD (DeJf. 7.); 

oder wena jt=iB aber C<lD| ¥<»%lich {§. 14. ly,)' 
nA=rißf aber nC^riD (§. 58. una Def. 7.)i nni 

5t.ö)Qi8f .^tJJ<C:D, od^ C:P>i*rB, wenn 

^{^|i,;iberC>i); folglich (§. i4v 17-).M(3'^*^^®'^ 
jiÖ>?a) (Def. 7;); 

ioder vrenn\^<i{, aber CbsDi fölaüch. ($. 14^ 17<> 
7j^<7iB,.ab6r nC'<nD ($.58. und Det 7,). 

$•61, Umgekehrt^ wenn Ai £=(7.*1>| ao aind au* 

(<) i<l 

gleich /f<=lB^ und ^<=>D. 

Denn to wie ^{:±=^s Ist nu4(^nfi ($• 14. 17»); 

(>) (>) 

alao auch (Yoransa* und Def. 5.) 7lC<===/njD; nnd ddber 

(g. 18.19.) cl^fa M f 

Oder 1) "veenn jt=iB$ hann nicht ClojDaeyn: wei) 

apnat (§. 60. nr. a. 3,) ^:Jj|^JC:D wSrej ' 

2) wenn ^^5} kann nichtC|^jJD seyn: weil sonst 

(§. 60. nr. 2.) AiB^CiD wäre; 

S) Y(enuAKß'9 kann niöht CJ^jl? aeyn: weil aonat 

(g. 60. nr..3.) -4:jB<C:D wäre, 

allea gegen die Yorauaaetzuxig AiB^CxD und $• 54* 
56. nr. 1. 

§. 62, Wenn hingegen AiB^C*Ji* fo mufs C<ö 

seyn, wenn ^j^B ist; aber ^ miifo >2 seyn, wenp 

Denn istena. Wenn ^j^B ist; so kann weder 
C«=D seyn : weil sonst (J. 60. nr. 1 . 3.) i4 : ^[^JC': ö WÄrc; 
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noch C>1> sejm t weil sonst <$;8o. np.5;y ^4 B<C:I> v 
wäre. , ,. 4 

pTjB seyn: 
weil sonst (§. 66. nr. !• 3.) AiBi^CfD wäre. 

Auch^ wenn C>JD ist} hana möht^|^|j5 seji^j^ 

weil sonst (§. 6o. nr; 5.) AiB^CiD warej 
alles gegen die Voraussetzung AiB'^C {D^ und $4 54« 

56. nr. 4- ' 

6. 63. Verhältnissei deren Glieder gleich sihd, hei f« 
ieh'yerhfiltnisse d«r Gleiehheit, rationes aeqmli^ 
täitsr YerhäUnfsse^hinfgegen, dlereii Glieder ungleich sind, 
heifsen VerhaHnTSse dör Ungleichheit, rationet 
inaequaUCatis, nndzwsr der 6ri>fseren Ungleichheit, 
majoris mabqualitafh^ Wenn das^ Yorderglied gr(^(i»er ist^ 
Als das Hinterglied ; der kleineren' Ungleichheit, 
minoris inaequaliiaUsy venn das Yorderglied kleiner' ist» 
als das Hintergliedv 

$• 64. Mach 'diesen Benennungen besagen die Säteis 
5* 60, \ ■' * '/ • " 

istens. Jede zwei Terhältnisse der Gleiefaliel^ tolnd 
unter einander einerlei. 

dtens. Jedes yerhältnifs der gr^fseren Ungleich- 
heit ist, gi'dfser, als jedes Yet^hältn^fa der Gleidiheit, 
oder der hleinereid Ungleichheit, und jeded YerhSltnifii 
der Gleichheit ist^ gröfser, als jedes Yerhältnifii der Uei^ 
neren Ungleichheit. . - **► /. 

§. 65. Die Sätze $< 61. 69« aber heifsen: 

istens. Zwei gleiche Yerhältnisse sind entweder 
beide rationes aequalitatls^ oder beide rationes miBjoHs in" 
iiegualitatisy oder beide rationes minoris inaequalitafis. ' 

2ten8. Yon zwei ungleichen YerhäHnissen ist das 

hietnere raivo- minoris inaequxüxuais ^ wenn das gr^ere 

" ratio aequaliiatis^ , oder mitporis inaequaliiatis, ist; tind das 

gröfsere ist ratio majoris inaeqüalitatts^ wenn das kleinere 

ratio aequcdiiatiSy oder majoris inaequaUiätis ist. 

§. 66. Gleichheit zweier Gröfsen wird gewöhnlich 
nicht unter der Gestalt yon Yerhältnifs, sondc^ti^ blofii 
als Gegensatz unbestimmter Ungleichheit derselben be- 
trachtet, deren Bestii^mung durch die Angal^e des'ge* 
genseitieeii Yexhältnisses der ungleichen Gröf^e^ erhal« 
ten Werde. .. . . , 
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Die Po1geiuiitg/^r Ver]bältqki90 cm^leUber- ßjpßS^n^ 
die von gewifsen Bestimmungsstücken abbängen, bero^ 
het aucbV-wonigstens,inJ^hrer- Grundlage, a.uf vorläutiger, 
l)e8Önder$ dazu geeifinetef''!^estset2unä dfer Bedingung 
ihrer Qleicbheitc and Unglejöfab^ it. , So w^rd erstliGn 
durch Sdhüsse, 'die ajn;Ehdfe auf d^m GiMtid^atz def tiö'n'i^ 

fruenz (I. B. Ax. 8.) beruhen, erwiesen: daCs gleich 
öKe Triangel, auf gieiclheh Grundli^en^gleich, Icrfglich 
auf. ungleich^^ QrutidHnieti.f. ungleich. «eyen ; uii4 f^i^a 
)xier4u|s.:(YU !♦) -gefolgert: dafs, distgleicnen nngl^icbe 
Triangel auf ungleichen Grundlinien, sich -wie ihre Grund^ 
lltieJi.lv.eljhalten; : ;j > . -: . . ; 

yei:^ 




yielfache» ohnehin, bei .Torausgea^tzter jJngle^chheit. der 
(^Ued^j immer i^ch oxtgleiph ^sind, gO| dafs daa.dea 
g«i*ft«lieii Glieder gröfser ist .(§. i?)- \ L .,v* 

§, 68. Uebrigens sind nach der yo/;stelIungsart:$..9^ 
d$ir;;^9^|M)nent elnjes VßrhältnisSjes.d^rjGleichhdt ==i ; 
der Exponent, oder die kleineren Grenzen des E)i?po- 
fieti(eil .eine^ Yerhältip^Mcis der gröCseansQ Unglevcfibeit 
^i; der Expokent, oder die gi^öfseren. Grenzen.. di^j) 
Ex^o^.etlte« >eine8. Yei^hältaisses def hjieineren Ungleich- 
heit •<i : und.um^Uehrt,. ein -Yerl^tniXs , clesS|e? ^%^ 

Em^V ^=^^9 ist ^ÜQ ficgUaUiatisß ein yerhältivifa,.! dessen 
IFppil9))t sölbsti; oder eine kleifi^r^ :Qrenze ^esscllj^n 
^•i, ist ratio majoris inaequalitatis; und, ^in Verhallnifs.^ 
dessen Exponent sfiilfast, oder^eine gröfsere Grenze des- 
9elb0fii'«^i9 ist raiio minqris uuLequalUaUs^^ 
-. .$• ^« Uad. so er^ben sich ; nacji dieser VojcsteU 
lung^art die^Sätze $. ^ 61,62. 64.65. :nach $. 9-37. fggi 
gleicdbsakn als Axiome, wenigstens ;ais sb^se unmitljelbnre 
Anwendungen dsr-Axi^w^ Ton Gleichbeiil «nd Uiigleicj^-* 
heit der Gröfsen. . ^ 

.$« 30» Diese Art, jene und andere dergleichen Sätise 
£u folgern, welche .überdiefa |[)ei der. -Anwendung auf 
YethäUnisse. inconunehsurabler Gröfseii ohne volTstän- 
dige deutliche Entwicklung unzuverläTsig und sdiwanken(| 
aa$f9llt.» darf in den Eu^idischen YorJ^rag, nach ("estr 
6etz|ing d$r Definitionen 5* ?• eben sp wenig, als ä\e 

gemeine Bedeutung der Worte Qleichf ungleich ($$.,53^4 
eingemischt werden* 



6, 7U Der 8au $.6i. fehlt in den . Elementen; un- 
geacntet in Verschiedenen Beweisen Anwendung^en davon 
Torkommen : und Alpbons. Borellius {EucUdes restitu-' 
tus, Pisia i658* n. %26.) machte der 5, Def. des Y. Bu« 
<^ea den Vorwurf, es lasse sich nicht einmal dieser ein- 
fädle Sats aus derselben, herleiten. 8. Barroir L •• 
p. 329. Hob. Simson p. 14a. 258»fg.*). 
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Schollen 

fünften Buche der Elemente Eaclid*s. 
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Das V. Buch soll nach Einigen Ton Endoxus 
seyn. Barrow I^ect. IIL i666. p.sog. She. 2xoX(ov fc^ 
xo £. Air[kB^,\xi Scheubels Ausgabe der Elemente 
p. 224.; lateinisch in C om man dins Ausgabe Fol- 56. b« 

Definitionen I. IL . 

1. Mz{jo^ €F» iiBysd-oQ iisys&BQ To jeXaaaov te ^a^o- 
vo£9 orav naTic^et^y to iiel^ov. HoKXanXamov de to fiBi- 
^ov TB eXaaaovogj orav üatafist^T}tat vno ta eXatitovog. 
Vgl. B. Vn. Definitionen 3. 4. 5. 

Man sagt, eine kleinere Gröfse messe eine gröfsere^ 
wenn die kleinere einigemal wiederholt die » grofsere 
genau hervorbringt, oder eine der gröfsern gleiche gibt; 
oder \^enn die grofsere die kleinere genau einigemal 
enthält. 

Und eine kleinere Gröfse 6^ heifst ein gemein^- 
Schaft Hohe 8 Mafs der gröfserei^^ und B: wenn die 
C beide A und B mifst ; das heifst, wenn die Gröfse C 
einige^ zwar y verschiedene, male wiederholt, beide ^ und 
B genau' hervorbringt, oder beiden gleiche gibt. Und 
alsdenn heifsen die Gröfsen A^ JB common surable 
(avfifiSTQa fieys&TJ). (B. X. Def. 1.)» - ^ , ^ 

Wenn von zwei vorgelegten ungleichen Gröfsen die 
kleinere die grofsere mifst: So heifst die grofsere ein 
Vielfaches der kleineren {Multiplex, Midtiplum) ; die 
kleinere eiif Thejl {Pars, Suhmultiplum) der gröfseren. 
Ein solcher Theil kommt demnach heraus, wenn eine 
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Gr5fse In irgend etiib AnjliaM gleicher Theile getheilt • 
"wird. Diese Theile heifsen auöK aliqaoce (irgend 
wieTielte); und werden unterschieden von den aliquan- 
ten, welche die Gröfse selbst ' nicht indessen , ' xttid ^aii4 
'det< Suttinje einige*» ihrer ali(]^dteii Theile bestehei). 
Euclid unterscheidet iri'B. VTIi^ und ^fgg. die aliqüoteA 
und aliquanten Theile den;na£sen, ^da(| er die ersteren 
i schlechtweg T h e 1 1 (iiej^og) j die letzteren Theile (^is^rj) 
'-benennt. ' > '^" '^' /^ . ' . 

2« Zwei Gröfsen J, B • heifsen * yon eweien €, 'D 
^ Oeich vielfaebe ^ {a&gUJbmulUpläe ,'^ ' ^eqmmiüMices} : srenn 
die grofsere ^. die kleinere C genau so vielmal enthält, 
wife vielmal die jBdie^ 1> enthält; öder wenn die klei- 
nere C genau Isö^Vtelmal wiedef^iolt werden mufs, um 
%ine'**!ef grofseren- -<# g'leicte zu geben,' wie vielmal die 
jp wiederholt werden mufs> um eine der B gleicfae isu. 
geben. In diesem Falle heirsen ^^ch die Grör^eif O, D 
gleichvielte Theile (parte« aequaealiguotae) der Gröf- 
sen A^ B. Gleicnyielfäcne von /gleichvielten Theilen 
zweier Gröfsen» aber heifsen partes aequealiquaii^dAie^er 
Gröfsen. ' Partes aiquealiquotas, z'weier Gröfsen nennt 
Euclid den nämliqheh Theil derselben (eandem 

fartem) ; atquealkfäaktas nennt er die liämlichenThei- 
e {easdem' partes) • ^ • ' ' «^i « 



i ■ .«.^T»^ 



; Postulat 4« 



. l y^Von jeder gegebenen Gröfse jedes verlangte Viel* 
4hcike««agefaen.V V-' ;TY}g£: Simsdnsr Amneiäig« .zu. :V» &• 
(Matthias p. 46.fg.) . ' , V 

Euclid fefdfert stiUscbweigend) .dafs man von Jeder 
«Vtorg«)egten Gröfse ein angegebeiiesj Yielfaehes im All- 

Semeinen, ni^ht unter: einer gewilsen. bestimmten Form; 
;::B. jwenii ein'Quadvafe 'gegeben ist, ^ einen Raum, disr 
ein angegebenes Vielfaches desselben sey, unbedlimm«, 
•nicht namentlich li wieder ein ^uadi^Bt, darstellen, oder 
etch^ d^ken kömi&;''was nichts welrter erfordert,* dls: da'fs 
hergegebene 'GiifÖfse .mehrmalctt zii sich selbst bineugtG^ 
thanrwi^rde. Hingegen von '^in;er gegebenen JK..]&;se» 
raden Linie einen verlangten Th^il abschneiden,^ lehrt ^ 
er in VI, 9. * "^ 






Satz A. 



' « '. 



i'ir 



„Einerlei odei^ gleicher Gröfsfeii ^ Gleibhvidl&ehe 
sind gleich/' Folgte aus Ai« 2. 'd^l^T» B./ vermöge des*- 
sen, wenn 4^=^^% 
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iü ^+^Ä JB+B; d. h. »^x=iiJ5 

und AO weiter, ohne Grenze; wciil, rreun mA=^mB^ auch 
mA'\^Ä===mB4'B ^ ^. i, (m4-0/<= (m-f-i) B ia^ indem iä 
irgend eine (ganze) ^^am.bedeatet. 

8 a %z !• (Vn, 5, 6.) 

1. £av 17 OTioaaav ßsyed^rj onoacov^v ftsyB&mv^ laap 
zo Tt3iii&0€i Jxtfsov ha^B' Kraxi^^ noKKai^aaiov' oqanXa" 
ffiSiv ssiv ev tcop ßsye^ov ivegt toaavzankaau» srcu rtcu 
ta navta tov navz&v. 

i) Den Beweia in Anwendung auf Lii^ien a. m» in Ab- 
bandlang I. $. 5. nr. 2» p« 3. dieaea Heftea. 

2« Oder: Wenn die Qröfaen Aj B^ Ca» a. w. TOn 
^enao vielen gleichartigen GtoXaeii E^ F, a.a.w») fo 
eine von. einer, die mfachen aind; daher 

und eb^nao JB=iF+f4'^+F- *. F- - . . . -fF 

n« a« w* ■ , i 

J-F-J-F—F+F+F- - . . . +F 
+6+G+G+G+G+ . . . +G 

= Xr}-L-|-Irf-L^Ir{-,,.4-£, wenn 

JE4.F+C==L; 



« > ' 



•mithin da$^ AggregtTt' wtf+JB4^ daa einfache del? <ji^£ie£^ 
oder der Summe E+-F+Gi 

oder niE-i^n^r\^G^miE^F+G).> 

' ' 3. Man erhält demnach ein Yielfacbea einer ans 
«wet oder mehreren. Theileni faeatehenden Grölae , wenn 
m^ die Qleichvieifachen »dieaer* Theüe nimmt und 
.aummirt» * • • • 

' Die hierauf geigründete Erläaterung der gewohnliti 
•eben 'Praxis der Multiplication einea^znaammeagetzten 
Mttlttplicandua mit einem einfachen iMaltipUcatora. iai» 
in Abhandlung I. §• 6^ SchoKon p» 3» dieaea. Hefte'a». ; 



7 u a a t 



z e. 
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1. Daher wenn ^>J5==B-f C; 
•und daher mA =i=w(B4-C) (Satz A.)f 

. a6 iatrda' m(fi-fg> =;;mg4>mC (V, I. ): 

>'m^' ' «rmB-fmC.XirAx.i.) 
>mB (I, Ax.g.) 



■/ ^ \ 
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I 

dV h. angleibhev GfdfAtn G]dteliyi«lf«choi:8indMm^et€li^ 
das der grörsei'n ist' gröfser, ' '• 

3; Aus Zus;' 1« und SatK A. folgt van Selbst: .Um«> 
gekört; Gröfset), 4eren Gleie&yidfaeiic gleich sind^ -sind 

§ieichr deren GleichTielfäcfae ungleich sind, ungleich; 
tejenige gröfeer, .deren' Vielfeches grofser ist als dan 
Gleichvielfache- der andern. Oder mit andern Werten t 
Gleif hyielte Theile gleicher Gröfaen sind gleich/; un» 
gleicher Gröfsen ungleich; der Theil der gröf8eren> gr^« ,* 
ser als der gleichvielte Theil der hleineren« 

Nämlich , 1 s t e n 8. Wenn mA^^mB: so ist nicht 
'A^B \ sonst vräi^e thA^tnB (Zvlb.i.) noch AKß\ oder 
'B^Ay sonst wÄ^e mBy^^mA^ oder» mA.^mB. « 

2tens. Wenn mA^mB\ so ist nicht A;=Bi sonst 
VUre m^r=mj{ 'f Sat» A)«; noch AKßr J?>-^s sonst yiave 
mB^fiA^ mÄ<CmB (Zus. i.)- 

5. Da gieich-aliquante Theile Gleichvielfache gleich- 
TieHer Theile sind (Def. I. IL nr. 2.) ; so gilt ytermöge 
Satz A. 'iftnd Zus. i. auch von diesen, was in* Zua. ib ' 
yon gleichrieltcn Theilen behauptet vird% 

... . • ' - '-i ••' 

: . S a t 2 3, . • - 

' • • ■ / . . ' ' ' . 

nXaaiov xat hrov rßra^r» * xa* avvre^sv hQüOTOP xat njE^in^ 
Tüv dhfteos tdtiug Bscu nöTAaniiaaiov^ [ u(a •t^coi' xoi 
ixTov TertzQrö* . .• . / . 

"Allg'eme'iner* W^nn-frwei „oder mehr^ne** 
Qröfsen Vielfache de^ Gröfise C; und ebenso viele «n* 
-ftere, fede mit einer von jenen, '*Gleichvielfadie.der 
•GröfseF sind) so sind' di« Ersten «vT^mmen roü Q und 
die letzten zusammen yon F gleichvielfach. (Rob'. Sim« 
son zu V, 2.). '•:,.• 

'2. Der Beweis redncirt sii&h auf Ar. 2. mittelst des 
Satzes: Wenn zwei oder mehrere GrÖfsen A^ B, G 
u.s. w. Vielfache einer Größe C s&iiid;i so (ist die Anzahl 
der in^ dem' Aggregat A^ B, G u. s. w. enthaltenen der C 
gleichen Theile d«e Suntme' der' •Anzahlen der it den 
einzelnen y^^f, Gn^s. w. enthaltenen der C igkichite 
Theile; oder wenn A^xa^mC^ B^^^nC^ G^^pCy so^ist 
'A^B'{'G^==B{m'\*n^p)C. Uebevhainpt, wenn die Zahl 
fc=2m+7i-f-jP ! «o* crhÄlt nwih d^s /fache einer Greise T, 
wenn mai^ das mfache, nfaöhe,''pfaohe derselben zusammen 
addirt* Die hierauf gegründete Erklärung ier^^iifShn- 



f / 



' / 
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licKeii Praxis der Multipli^tion zweier Enaammengesetz-* 
ter Zahlen s. m. in Abnandlg. I. §, 9. p, 5. dieses Heftes« 
3. Der. einfachste Fall des Satzes, in nr. 2. ist: 
Wenn zu einem Vielfachen A einer Gröfse C diese 
Gröise C selbst hinzosesetzt wird ; so ist ihre Summe 
das nächst höhere YieUache Ton C (als das Vielfache u^)» 
Und wenn zd GleichvieUlaichen zweier Grofsen C^ F, zu 
jenem die Gröfse (7^ zu diesem F hiaifziigefügt wird ; so 
sind die* änmmea noch Gleichyielfache toq Ct F. . 

Z vi Sätze, 

!>. Wenn m und n-^ gleiche ganze Zahlen sind; so 
sind mA und nJ^ als Gleichyielfache derselben Gröfse, 
Ijleich (Satz A.)* 

"2. Ist aber Tn^n^=n'^pi so ,ist nid=^(n"i'p)A (nr, i,) 

^^nA-^pÄ {Saitz 2^ 

nr. 2.) 

>7l4 (4lx. 9.) 

d.h. verschiedennamige. Vielfache yoa. einerlei Gröfse 

sind pnsleich;. dasjenige ist gröfser, ^weiches eine gröf- 

sere Zahl zur Benennung hat. 

3. Umgekehrt sind Vielfache einer Gröfse, ^welche 
gleich sind, Gleichyielfache derselben ; d. h* wenn mA 
:=nAy so ist m==n. Denn es kann nickt eine der zwei 
Zahlen m gröfser seyn als die andere 71 j sonst wäre 
mA^nA (nr. 2.). 

Dieses ist eine zweite Conyerse des Satzes A. 

4. Und wenn zwei Vielfache einer Gröfse ungleich 
sindy-^BO- ist das gröfsere ein Mehrfaches als das Mei-^ 
nere ; oder wenn mA^nA ; so ist m >n. 

Denn es kann weder i7i;=n; son^twäre mA=nA (Zus.i.^, 
noch m^n, n >m seyn ; jonst wäre nA'^ mA (Zus.2.3^ 
. ^ . oder mA'^nA. 

5. Sind A ^nd C Gleichyielfache von JB und D; 
und wiederum £ und F Gleichyielfache derselben *£ und 

(>) / , \>] 

«D: so wird, je nachdem Al=iE ist^' auch(7\=:>l^eyn. 

Denn' wenn A und C die mfachen^» E, und F die» »fa- 
chen von JB und D sind;, und wenn ^ 
*: istens« utf=£,d. i.m£=::t:nB;8omufs/ii=:n(Zus.3.), 

daher mD=nD (Satz ^), d.i. C^Fseyn; 
2tens. ^^£,d.i. mB^nB\ so mufs m^7t(Züs. 4«)9 . 

daher. mD> nl>(Zus. 2.), d. i. C> F. 
•*Stea;4. .^<^£yd.i. mj5<!7zJB; so mufs m^A(Zud>40' 

daBer wD^nD (Zus. 2.) d. i. C^F seyn. 
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um de8 folgenden Willen, namentlich für den Be* 
weis des folgenden Sataes Gr, 6, sind hier noch folgende 
Zusätze zu bemerken: 

6» Auch von gleichen Gröfsen ist das M ehrrielfache 
der .einen gröfser als das Wenigervielfache der andern : 
d. i. -wenn ^=£, und m'^ni so ist mA^JiB. 

benn m4^=inB (Satz A.)i aber inB^nB (SaUB St. 
Zus. 2.), folglich mA^nB» 

7* Das Mehrviel fache einer gröfseren Gröfse ist 
gröfser als das weniger Vielfache der. kleineren» d.l 
wenn A^B, und m^ni so ist mÄ^riB. 

Denn mA^nA (Zus. a.), weil m^ni 

nA^nB (Satz i. Zus. i.), weil 4^B\ 
folglich mA^nB. f ' 

8. Wenn gleicher Gröfsen Vielfache gleich sind ; 
so sind sie Gleichyielfache : sind sie aber ungleichf so 
ist das gröfsere Vielfache ein Mehryielfaches ; d. i. 

istens. Wenn A=B, und mA^^^nBi so ist Tn=::m\ 
denn wäre die eine /rr gröfser als die andere n; so wäre 
auch mA^iiA (Zus. 6.). 

2tens. Ist aber mi^^nf, während- A^=Ji\ so ist 

Nämlich i^ nicht m=:n; sonst wäre m^=s:n£ {Satz Ä.) 

a) nicht n]>m; sonst wäre nJ3i>/n^(Zus.6.). 

9« Wenn das Vielfache einer kleineren Gröfse eben 

« 80 grofs oder noch gröfser ist als ein Vielfaches der 

grölsern; so ist es ein Mehryielfaches. D. i. wenn 

B^Ä^ aber mBX^lnA', so ist m^n^Denn es Ist. 

i) nicht fw=fi*y sonst wäre ni^^mB, da^^B. 

(Satz 2. Zus. 1.) 
-2) nicht n^m; sonst wäre, da auch A^B ist^ 

nA^mB (Zus. V»)- 

10. Wenn ein Vielfaches einer Gröfse einem Mehr- 

Tielfachen einer andern gleich oder noch gröfser isti 

so ist die erste Gröfse grölser als die zweite. D« i. 

wenn m<n^ und m/^|^|itS; so ist A^B. Denn es ist 

i) nicht B=^Ax sonst wäre, da it >* m« n£ ^ mA 

. (Zus. 6.) 

2) nicht B>-^J sonst — — — — nB^mA 

(Zus. 7.)* 



Pßddarefi acad^ SefirjfiefU 
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Satz 3. 

1. Eav uQGnov ipvxBQS leax^g v noWanXaaiov xai 
TQiTÖv TsraQTB, Xij^^g 8e taaxtg noAkanXaaiß ta TiQtarH 
xai TQiTö' xat Ät KTO rav Xr]q^svtG)%* ixaregov tmarBQB 
laau^ £s:ai no^Xankaaiov^ ro fiev ro iivtBQB^ io de r^ 

2. Ist ein besonderer Fall von Satz 2. 

In Satz 2. -vfird gezeigt: Wenn von zweien Grofsen 
f, F irgend-welche Gleichvielfache, von jeder gleich«- 
viele^ genomnten sind: so sind auch die Sanunen der 
Gleich vielfachen beider Gl eifch viel fache von den näm- 
lichen Gröfsen C, F\ nämlich (Ftg-. zu Lor, Uebers.) 
rrenn A==mC,Ii=nC, G=pC ^ g,^ 'lindem m,n,p irgend 
und DssmFj E^=nFf H:=pF * ' ) wetche^ganze Zah- 
len bedeuten : 

so ist sowohl -^+jB4-fc=(»i+7i4-p)C 
als D+E-\-H=(mr\'n+p)F. 

In Satz 2. werden dip Zahlen m, n^ p u. s. w. als einander 
gleich anj^enommen ; demnach ^^ B, Gu.s.w.; D, £, H u.s.w. 
als beziehungsweise Gleichvielfache^ jene von (7, diese 
Ton F; und A=r.B=^G u. s: w., D=E=H u. s. w. (Satz A) t 
daher die Zahl m-f-zi-f-p u. s. w. ein Vielfaches, das Drei- 
fache, Vierfache u. s. w. von m ; und ^+JB+ff u. s* w., 
D+E-f-H u. s* w. beziehungsweise Gleichvielfache von 
C F; nämlich so vielfache | wie vielfach die Summe 
m-f-n+p u. 8. "^t von m ist. 

I » 5 4 5 "t 

3. Da m^=s A-- A-\- A-^^ ^+ ^+««-+-^ 
so ist nXmA=n{A"' A-^ A-- ^4- aX'..,"A) 

^ = nA^nA-^nA-j^nA-f-nA-f- . . . 4-'*^ 
=: m X nA ; 
d^ih. das nfache des mfachen einer Gröfse ist dem mfa- 
chen des /ifachen derselben gleich. 

So erhält man das 3ofache einer Zahl , wenn man 
von ihrem Dreifachen da$ Zehen fache, oder von ihrem 
Zebenfachen das Dreifache nimmt. 

Dafs einerlei Product herauskomme, man mag die Zahl 
m mit n, oder die Zahl n mit m multipliciren, beweist 
Euclid in VII, i6. 

S a t z 5» 

1. Eav fisys&oq ^teys&8g laang 5 noXXanXaaiov^ 
onBQ ag>aig8d'Bv aq)aigE-d^BvroQ' xat ro komov rs Xoma 
ioaxiQ Bsat noXTianKaoiov i oaanTiaaiov est to oXov ta 
oXe« 
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I 

t « 

^ Ist Converse von 8at2 i», auf welchen aach derBe» 
weis reducirt wird^ 

2« Beweis: ^^Man setse CG ao« dafs AE yonCT) 
und CB von CG ^ ein Gleichnelfachea aeyen ;** d» h. 
dafS) aus wie yiel Theilen gleich CF die AE be» 
steht, aus ebenso viel Theilen glcieh CG die EB 
bestehe: folglich da EB gegeben ist, müfste CG 
genommen, ,,ge5etzt*' werden der sovielte Theii von 
££, der wie vielte Theil die gegebene CF von der 
gegebenen AE ist« Die Construction von CG ärfordett 
also Theilang der gegebenen EB in eine angegebene 
Anzahl gleicher Theile : welche doch wedei^ vorher ge» 
lehrt, noch in den Elementen als Poatalat angenommen 
wird (S» I^ 9» lo. in, 3o. VI, g.)» Diefs widierspricht 
aber dem sonstigen Verfahren Euclid^s bei der Vor* 
bereitung seiner Beweise. VergL t, 3* 5» 6, I, ii» i5» 
I, 23. 24. I,3k 32. I, 46. 47* in, 1. fgg.) ferner die Be* 
^weise von V, 6/ VII, 7. 8. und Hob» Simsons An- 
merhg. zu V> 5* io Matthias Cebersetzung p. 46» fg.) 
wo auch der ächte Beweis vorgetragen wird» 

3« Aechter Beweis. Construction mitteldt Post 4« 
Bew. aus Satz 1« A. Ax« 3. Satz 2. Zus» 3. (Simson 
a. a. 00 

4. Unmittelbare Beweise ahnlich denen von Satz t. 

a) durch Linien. Es seyen Aa^ Bb {Fig, i») Gleich- 
vielfache der ungleichen GrÖfsen JL, M, von ^eichen 
L^M}^ iind daher Aa>Bb (Satz U Zus. i.)i ^ 

mithin seyen in ^a so viele Theile^c^^ de^ eA^ jeder =^i^ 
als in Bb ^ . - Theile £/, fg, gb^ jeder =M 

enthalten i 
so werden (I.B.Ax.3.) sowohl Aa-^Bb^ 

als dö— J^>fc:Ii— Jlf seyn. 
und ea—^go^ . 
Folglich, da die Partialüberschüsse Aa-^Bb^ ^"^Sg^ 
ea — gb^ zusammengenommen den Uebprs^hufs der gan* 
2en Aa über die ganze Bb ausmachen : so ist dieser von 
dem UeberschufsZ — M so vielfach, wie vielfach Aa Von 
£^ und Bb von M ist. 

b) Oder wenn die Gröfsen ./^, B von den' ungleichen 
Gr6£ien£) F| von welchen £^F| die mfachen sind » d.h» 
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wenn J = E+E+£4-£+£+ . . . +E 

und 5 t= F'j~F+F+F+F+ ...+F 

=i\^+iV+A''-f iV+A^+ . . . +i\r, wenn iN"=f:— F; 
mithin ist der Rest A — B das mfache des Restes E — ^JP; 

oder mE—mF=m(I^F). 

D.h. Man erhält ein verlangtes Vielfaches einer Gröfse 
N, die der Unterschied zweier gegehenen ungleichen 
GröfsenE, F ist, wenn man von dem angegebenen Viel- 
fachen der gröfserenEdasGleicbrielfache der kleineren 
F abzieht^ ^ ^ 



Satz 6, 



1. 



Eav dvo iiBys&ri dvo piByB&mv laaxQ jj JioXXaxXa- 
' ' cr«r» xai a<paiQed'evTa nva xav avtov laaxtg jj JioXXa- 
TiXac^a' xat ta Xoma roig Komotg fjrot loa ssiv^ ri laaiaQ 
avTCDV jTüXkajpXaaira* ^ 

2. Der Beweis des Satzes wird auf Satz 2. zu- 
rückgeführt, dessen Gonrerse er ist; auf ähnliche Weise, 
wie der ächte Beweis des 5ten auf den ersten. 

Damit -<^G, CH (Fig, d, Lorenz, Uebers.% die Gleich- 
» vielfachen der Grössen E, F, von der nämlichen Gröfsen 
Gleichvielfachen ABj CD sich hinwegnehmen 'lassen; 
mufs AB^AG, CD^CH\ mithin AB, CD mehrvietfache 
der F, F seyn, als^ AG, CH (Satz 2., Zus. 4.). Es kön- 
nen aber AB, CD entweder die nächst-höheren . Vielfa- 
. chen von E, F seyn als AG, CH (rgl. Satz 2., nr. 3.), 
oder höhere Vielfache ; d. h. wenn die AG^ CH die 
mfahen der Grölsen Ei, F sind , so können die AB, CD 
entweder die (7n-f-i)fachen, oder die (m*f-7i)fachen dersel- 
ben seyn« Daher die zwei Fälle der Consequenz des 
Satzes 6. Den Beweis des^2ten Falls supplirt Rob. 
Simson: she. Matthias Ausz. p.247*fg« 

5. Uninittelbarer Beweis: 

istens» Wenn von 

;^Ä=jE4-.C4,£4-...4.£4.i?a,cb»o. von C/)=F+F-fF-f...4-F-f F 

weggenomoieQ wird 
AG=iE+E+E+.,,-^E Cß=r+F+F+...+F 



so bleibt 
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»teiiB» Wenn von 

»•vi »« ^m+i m-f-t m+n 

w^enommen wird j4G=zE+£:+^+***+£ 

so bleibt ' Gfc= , E+£+...+£:f 

' upd ebenso Ton Clh=J^+F'^I^+...+F -f/^+jP-f...,^/? 
weggeoommen CJ5r=/?*-f-i?4-/?4.. . * +^ ' ' 

bleibt ffj)= F4.i?'«f..,,4.7r 

4. Der einfachste Fall istj wenn von Gleichviel- 
fachen der Grölsen £, F die Gröfsen JE, F 8elb6t weg- 
genommen werden. Alsdenn sind die übrigbleibenden 
Gröfsen entweder den Gröfsen £, JP gleich^ wenn sÄ: 
von dep Zweifachen weggenomipen worden ; oder sie 
sind die nächstniedrigeren Gleichvielfachen der Gröfsen 
Ej F, als die' von welchen sie M^eggenommen worden, 
wenn diese höhere Vielfache als die Zweifache sind. 

5. Symbolisch drückt man sich zwar aus: das nfache 
einer Gröfse vom mfachen derselben weggenommen , lasse 
zum Rest das (m — n)fache derselben, den FalU da 
m — nr=ij nicht ausgeschlossen. Aber Euclid^ der sich 
an die eigentlichen . Ausdrücke hält, enthält sich, das 
Einfache unter den Vielfachen, die Einheit unter den 
Zahlen zu begreifen. S. B. VIII. Def. 1. 2. 

^ Definitionen 3. 4. 

1. AoyoQ ssi 8vo (tsye&iov o^tsyevcav tj xara nrjhxo^ 
TTjra TtQog aXXr}Xa noia %sai.g. 

Aoyov f^nv uQoq akXrjika ^leysd'Tj ksyerai^ d dvvaT(U 
^oXkaiiXacTi.ac^oi.isva aXKrjKcjv vneQSXStv» 

2 . Durch Verhältnifs zweier gleichartigen, oder 
in Absicht auf, Gleichheit und Ungleichheit mit einander 
vergleichbaren Gröfsen (welche Glieder (terminl) des 
Verhältnisses heifsen'; nämlich die erstere, welche auf 
die andere bezogen wird, das Vorderglied {an- 
tecedens) ; letztere das Hinterglied {consequem) ) , 
im allgemeinsten Sinne genommen, wird ver- 
standen irgend eine durch Vergleichung derselben mit 
einander sich ergebende Art, die eine derselben aus 
der andern zu folgern. Durch den Satz IV, 10. z. B. 
wird die Frage : welches Verhältnifs die Grundlinie und 
der Schenkel eines gleichschenklichten Dreiecks zii ein- 
ander haben, dessen Winkel an der Grundlinie jeder 
das Doppelte von dem Winkel an der Spitze seyen? so 



beantwortet: Daa Qaadrat der GriindHo!^ ist gleich 
dem Rechteck aas dem Schenkel und dem Unterschiede 
dea Schenkels und der Grundlinie, 

S. Die einfachsten dergleichen Arten sind, da man 
die Gröfsen selbst unmittelbar, ohne vorhergehende Com* 
bination und Umgestaltung, mit einander yergleicht, und 
eine durch die ai^dere bestimmt durch die Angabe: ent« 
"Weder um wie viel die eine die andere übertreffe oder 
Ton ihr flbertroffen werde ; oder wie vielmal die eine die 
andere enthalte oder in ihr enthalten sey. Die ersteren 
pflegt man arithmetische, die letsterea geometri* 
sehe Verhältnisse zu nennem 

ffarithmeticam rationcm nonnidli appcUarint, non jam dis-^ 
f^putuho^ y bemerkt Barrow {Lectt malhemaU habiiaei 
anno 1664* 1666. Londini 1684« LecU II. anno 1666. p« 199O; 
f,res guippe coniroi^ersa e&t: tantum inde sie denomin,atarh, 
„f^ideri dicam, ifuod analogiam guandam ') i^eteres arithme^ 
,^1icam appellarlnt -^^ Verum apud ^Graecos nusguarh r«- 
ffperio )^QyQV cdigusm arithmeticum^ Semper ii guantorurn 
%9Xoyov contradistinguunt ah eorum dJfferentia^ guam signi-^ 
^ißoant voeahulisi di^okcpoQa et vn^QOjmj nee raro d^asij^a 
fynunoupant-^ ^oyov autem (ut opinor) perpetuo des^ignant 
y,%iÜQm guajitprum. %^ai.Vy guae diel saht ratio geomeirica, 
f^i^el ratio simpUciter» Apud omnes enim, cum ratio poni^ 
^ftur ajtoXvtG)Q ^t ab epitheto Uherat ratio intelUgitur geom 



M>^«nBq*«« 



i) r^ämlici IVJ$aottrcoi* In Pappi Collect. Maihevuxt^ (Pisauri 
|588.) Lib. HJ. Definitioneo nach Pi;obiem II. (Fol. 7» b. fg.) 
^Diffevt medietas ab anaUgia» . Nani, si qiUä est analogiam Ijlog 
^et medietas est} sed non contra. Medielates enim tres sunt ; 
^äritJunetica, geometn'ca et harmomca. ^rithmetica quidem 
intnedietas diciturj^ quando^ tribus existentihus terminiSf^ medius 
^w^um extremortim pari excessu guantitate superaty et a reliqua 
fusuperatur, quando fit ut primus terminus ad sc ipsum^ ita pri- 
ff^mus excessus ad securidmn, Geometrica nifidieta^^ ^uae proprie 
^analogia dicituTy quando jßv ut medius terminus ad unwn ex^* 
inUremum, ita reliquus ad medium ^ aliter quanda jßt ut printus 
^terminus ad secttnduWj, ita primus excessus ad secundum. Har^ 
^monica autem medietas est^ quando medius terfrtinus eadem 
sparte et superat unum extremorum, et a reliqua superatur^ vH 
,^quanto fit ut primus term.inus ad tertium^ ita priiiti*s excessus 
^ad secundum»^ Man irergleicbe, was Joaich« Camera rius 
in Sidncir Logistica pag. F. 5» und in der Explicatio Lib, 11^ 
jyicomacfii. pag. P. j^. ans einigen griechischen Schriften, be~ 
fonder« aus r^rcomstchi Ariäuaet. anfulpt« 
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^ ,ymetrica ■), hoc est, ea xemg^ juxtu tfuam unum qtianfum 
fiOlterius totuplum, tfel quasi totuplum concipitur/* 

4. Wie yielfach eine Zähl A von einer andern. JB 
sey, ergibt sich durch Division jener mit dieser, und 
der gefundene Quotient, er sev eine ganze Zahl oder 
ein Bruch, und dieser ein äcoter oder ein iinachter, 
d. i. der Summe einer ganzen und einer gebrochenen 
Zahl gleichgeltender, wird gemeinhin ^) Exponent oder 
Benenner {Denominator) des Verhältnisses der ZahlA 
zur Zahl B genannt '(Cla vi i ElemenU Euclidis, FvhncoL 
1607. P. I. p. 384. Vergl. Pfleiderers Schölten zu 
B. FL der Elemente Euclids Not. 5. ad ö. 200.). Im er- 
sten Falle sagt man, die Zahl A sey einem Vielfachen 
der Zahl B gleich ; im andern, sie sey eine|^ oder, eini- 
gen aliquoten Theilen der Zahl B gleich 3 A sey =mJB> 

oder :;=—£, oder =— JJ. 

na 
Da nA=B ist, wenn A=—Bt 

n 

und nA=mB\ wenn A — "^ J?; so kann man sao:en« 

das (geometrische) Verhältnifs zweier 2^hlen. werde bei- 
stimmt durch die Untersuchung: welches Vielfache der 
einen der andern gleich sey, oder welche Vielfache der 
zwei Zahlen einander gleich seyen. Der letztere Be- 
griflP läfst sich adäquater als der erstere auf jede zwei 
commensurable Gröfsen anwenden, und ist dem Geiste 
des V. Buchs Euclids angemessener. 

5. Aber zwei incommensui;able Gröfsen Ay B} z.B. 
zwei blofs in Quadrat {dvva^tei)i nicht in Länge com- 
mensurable gerade Linien, wie die Diagonale und die 
Seite eines Quadrats, die Höhe und die Seite eines 

a) J oh. Wallis in den Oppp MathemaU Parsl. (Ozonii 16^7.) 
p*S23. nQuodnonnuilisplaöet, ut et differentiavocclur ratio ariüi-- 
ntnetica} et ratio simpliciter siaiita^' ratio geometrica, non mihi 
^admodum pfacet: cum ^.oyov (sive rationem, siye proportionem 
^Ubeat intet pretari) non nisi de ea, quam vocant rationem geor 
atnetricam, apud JSuclidem. usurpari video^ ncscio an apud i^te* 
^rum quemvis alium^ quod et de proportionis voce perinde in» 
tilelligendum videtui\^ S* Kästners Anfangsgr^ der Arithm, 
und Geom. 4te Aufl. V« Kap. §. S» -7- Karstens Lelirbegr» 
d* Mathem. U Thl, steAuÜ,.}, i68. p. iSg* 

3) Kästner a« a« O*^ {. 16* «Der Exponent oder Name eines 
Verhältnisses heifst die Zahl, welche andeutet, wie Tielmal das 
Vorderglied im hinteren enthalten ist»" 
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gleichseitigen Dreiecks, lassen eben deswegen, weil sie 
gar hein gemeinschaftliches Mafs haben, auch keinen 
genauen Exponenten ihres Verhältnisses zu einander, 
oder keine Gl^ichsetzung eines Vielfachen der einen 
Orofse mit der andere oder einem Vielfachen der an- 
dern zu; sie yerstatten blofs Angabe immer engerer 
und engerer Gränzen, zwischen welchen der fingirte 
Exponent ihres Verhältnisses eingeschlossen sej; An» 
gäbe zweier unmittelbar auf einander folgender Vielfa- 
chen der einen, zwischen welche ein angegebenes Viel- 
fache der andern falle. 

So da das Quadrat der Diagonale eines Quadrats das 
Doppelte des Quadrats der Seite ist, . mithin die erstere 

m, J2SS2 JP?S22E.n.8. w. des letztern i«t: so ist die 

100/ lOOOO' toooooo 

w _U .»41 i4i4 % 

Diagonale \l' J^' |^ ius.wAder«eite: pderdas 

"^ To^' 100* 1000 J 

lofaphe der Diagonale ist >* i4facheu. «^ iSfache^ o 
lobfache — — — "'— >- i4ifache u. <^ i42fache\ co 
looofache — — — — >'i444fache n. '<i445fachej 2;. 
p. a. w. ^ 
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4) Das Zeicben y^, womit man den Exponenten des Verhältnis- 
ses der Diagonale eines Quadrats zu seiner Seite unter denl 
Namen einer Irrationalzahl, C/iumerc surdi) gewöhnlich hezeich- 
netf und ähnliche Zeichen^ lassen sich zwar bequem aIs Ab- 
kürzungen 'beim Schreiben und bei symbolischer Darstellung 
der Rechnungen gebrauchen ; aber, da i^ ihnen an Praecision 
ff^lt, wie Mich.Stifel {Ariih]H.inuh\h, II. Cap. I. p. joS.) 
sagt, so sind sie zu Consequenzen und Beweisen aus den Axio«- 
men des L Buchs der Elem«, welche bestimmte und eigentlich 
sogenannte GrÖHsen voraussetzen, regelmäisig nid^t zu ge- 
brauchen« 

Ebtoso stellt das Zeichen des Exponenten des Ver- 

hältnisses der Zahl A zur Zahl B, zu Bezeichnung des Expo- 
nenten des Verhältnisses jeder zwei gleichiartiger Gröfsen aus- 
fedehnt, zumal wenn die Gröfsen ^, B incommensurabel sind, 
einen deutlich zu begreifenden Quotienten dar* nQuoti pero^, 
sagt Barr ow (Lect« VIII* p, 332») tisub confussiono quadam 
nimaginarii^ — wann oder wie splche einander gleich seyn 
mögen, so dais es mit der Allgemeinheit der Schlüsse, zu wel- 
chen sie gebraucht werden, seine Richtigkeit habe (Lect. VI« 
p. ^89*)) uhaud itafuerU in pronUu, discemere vel anoSeiMVi' 
^XC7£ otUndterc^^ 
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6. Diesem gemafs bestimmt die Def. 4* den Be- 
grifft yon Grölsen, von "welchen man sage, dafs sie ein 
VerliäUnifs zu einander haben^ oder gleichartiger Gröf- 
sen, blofs durch diesen Character: dafs ein Vielfaches 
der einen ein Vielfaches der andern übertreffen könne. 
Dieser Charcter begreift auch die|enigen Fälle in sich, 
da einem Yielfachen der einen Gröfse die andere mit 
ihr commensurable selbst, oder ein Vielfaches Ton die- 
ser gleich ist: indem wenn -<4=mB, oder n^=5, oder 
nA=^mli /ist* alsdenn 2A'^mBf oder 2B^nA^ oder 
2nA^mB, 2mB^nA ist. ' 

Postulat 5. 

7. Diese Definition schliefst das Postula^t in sich, 
welches die Beweise der Sätze V, 8. X, 1. roraussetfisen» 
und Clavius (T. II. p. 206.) dem loten Buch der Ele- 
mente ausdrücklich vorausschickt : Jede GrÖfse läfst- 
«ich so vi-elmal nehmen (vervielfachen), bis 
sie jede gegebene gleichartige Gröfse über- 
trifft/ Archiraedes im I. B/ von Kugel und Cylin- 
der, Lehns. 5., hat die speciellere Annahme: Tcov avi- ' 
acsv ygafifiojv, xat avtaov sjiKpavEioVy xai avtacov se^sav 
To ^iBi^ov Tö eXattovog vnEQSxetv toietc^^ 6 cvvn&siievov 
iavrca Svvarov esiv vneQex^i'V navrog ts nQoxs&svtoq 
Tcjv JiQoq aXKrjka ksyofie}^cov. — 

8. Noch ist die Frage: Was bedeuten die Worte 
xara ni^Xtxotijra uqoq aXXtjXa noia cx^crigl Heifst xara 
ni^XtxorT^ra : ^s e c u n d tt m quantitatem? oder secun- 
dum multiplicitatem, qnotitatem? ^TLoiai irgend 
welche, quaedam? oder welche bestimmte., qualis? 
bezieht sich die Definition auf Verhältnifs überhaupt, 
oder auf geometrisches? Ist sie acht oder unächt? 

Das^Xo^tov^di^X«) welches lateinisch übersetzt bei 
Commandin {Element, EucUd. Fol. 57. b.)^ griechisch 
nach Dasypodius Ausgabe bei Meibomius (De pro- 
port. Dialog, p. 10. sqq«) steht, enthält darüber folgende 
Bemerkungen: To xara niihxozTjtct nQogsd^rjxsv ^ Iva 
XOQjLOji tcov ansi,Qcov f^Lsye&ov. UjikiT^oxriq yao ro nsQag 
esi re avvs%ag noas' xa* Jioaorij^, ta öi^äQiafieve. To 
yaQ dicD^iciiBvov noaov^ 8 iisqsx^oq' nXf}d'og yag, To, de, 
noia xeai>Qy ort nevte ficrt ra siStj rcsv %eae<x)v ^). jiayB" 
rat de xat aXXij ^^satg xara ro .linegex^''^^ ^^ BXXemHv. 

5) Multiplex, superpariicolaris, superpartienSi muliplex superpar- 
ticnlaris, multiplex superpartiens. 
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Und zt^r Definition 4* setzt es bei: £774 \i^v t<ov aQid'T 
Ha>v Ttag h)yos ^tjttjv ajjgt noaoTrjra ' sm 8e xm iiBy6&<09 
en ug Tioyog^ ig 8 di/varat orjd-rjvai agid^ficp» Est ya^ 
nva, 6v ^lovrj^^i'sv yivocTietcu rj uQoi; to iteQov vnjQoxv^ 
i} de noaoi;7]Q esiv ayvasog. Tavta rotvvv Xoyov leysTUk 
«X^tV T1JQ vnSQox^^i Bxeti. de 6v aQi-^ßog n^og a^ib^iov^ 
TOT esL QTjTov. Kai dia rero uQoged'rii^ev ev rai oQtafKa 
TS Xoya tav fieye&cov, ro xara nrjXiyiOTTjra^ *0 ßev ya^ (??;- 
zog xai xara n7]h.xoty]Ta, xat xara noaovTjta esiV s nav^ 
tcjg de Q xara n7]Xixot7ira xav Qrjtog», Ka'&o'kixoteQov ev 
oQi^o^isvoß ra rav Xoycjv rwa ssiv^ enrjyayev, a dvvarat 
jroXXaTrXaataSo/tePa aXXriXcov vneQey^Hv. EcpaQ^iot^ei ya^ 

Joachim Camerarius {Explicai. Lib, L NicomaGhi^ ' 
p. K. 5. b.) bemerkt: ,,Multa definienda sunt copia^ idL 
est, eo guod nocov^ id est guantum, dicimusy et magnaj 
mole, id esU eo^ guod nriXixov, sive guam grande" Und 
in Explica^ Lib, II. Nicomachi, p.' 4* b. : ^^Est pmnis 
ratio respectus {dvo 6q(ov uQog aXXi^Xeg ^ca^g) ; non tarnen 
omnis respectus proprio ratio. Atque ideo fieri potest, uJL 
proportio corümuniter appellctur, guamvis non sini innume^ 
ris eaedem rationes^ modo sint respectus iidem. Quemad^ 
modum in arithmetica proportionej in qua respectus iidem 
tantummodo sunt incrementi, Ut 1, 2, 3. In Jus enim^ etsi 
gualiiatis ratio^ guae est geometrica, dissimilis Sit {cum sit 
S ad 1 ratio dupla^ et i ad 2 ratio sesgui) : ratio tarnen 
differentiae in eo, guod guantum dicimus^ guae est arithme» 
Ucay eadem reperitur,** 

Fast im nämlichen Sinn sagt Wallis in Matthes. 

universal* Cap. i5. (Opp. math. P. I. p. 211.) „Compara» 

tionem, guae est guoad dijferentiani^ simpliciter ad Quanti" 

totem, n7]}iiX0T7}TCC, referendam esse^ at, guaes guoad ratio-' 

nem, ad Qualiiatem, jiotorT^ra. Eo enim respicere {^ideiury 

guae apud Euclidem ea:stai,: rationis definitio — Cur enim 

jiota axeffvg reddatur guaedam kabitudo {guod solenl inter- 

pretetes), non <^ideoß mallem, habitudo gualitativaJ' — Und 

im Dialogus advers. Mefbomium^ p. 7. „Meibomius, guid illud 

jioia oyßäigsignificet, neutiguam sollicitusest^sed exponit^ guae^ 

dam relatio, vel ad summum, certa guaedam relatio : cum cer- 

ium sit ex perpetuo illius vocis usu, noiov gualitatem respicere; 

negue tarn indefinite aliguam, guam aligualem^ seu potius gua^ 

lilaiivam habitudinem. hie inpui,' guae nempe praedicamentum 

guaUlatis spectet Et guidem in accurate definienie nuUo 

modo ferendum videtur^ ut ratio definiatur indefinite relatio 

quQßdams seddejiniendum erat, guaenam relatio. — Nee 
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qwdem svfficit, quod dixerit EucUdes 7} xara ^ijXixori^roE» 
secundum quaniitatem: nam i»el xav xaxa ^^TjXtxorijra ofß^ 
oBcov suntyaria gcnera — Relaiio nempe secundum hxces^ 
sum et defectum et ipsa quidem est ?) x«ra n7?Ä.txor?7Ta 
QXSCftQ ; sed non jroi« a^Bfrig : qitfppe illlc sohimmodo cxcessus 
guantitas spectatfir^ non qualitasj sed quanto sit hoc ilLo 
' majus^ non quantuplo,''* Sodenn p. 21. sagt er, ihm scheine 
in Y| Def. 3. gemeint zU seyn diejenige -^yhahitudinem 
qualitativam, quae.sit ex quanliiate oriundhy sive quae mag-> 
nitudinibus campe lit, non tarn secundum quod mulia sunt, 
vel eiiam simpliciter magna s quam secundum quod QuanlUy 
sipe Quam magna sint,^* 

Dagegen bemerkt Is. Barrow (LectllL p. 226, sqq.) 
er könne sich nicht leicht überzeugen, dais eine so sub- 
tile Erklärung dem Öinne des ^Tot^x^t^coTriQ gemäfs sey^ 
und sucht' a. a. O. p« 222. die Argumente von Wallis 
durch mehrere Gründe zu entkräUen 5 erklärt sich so- 
denn p. 220., xara Jii^XtxorT^ra heilse „quoad quanütatem, 
hoc est, quoad magnitudinis suae detcrminationem, i>el mag^ 
nitudinem ipsam determinatam ^ sattem secundum quod quae^ 
ritury quania sunt^ et respond^tur^ tnnia. Nam ^leysd'og 
TiTjXiycQV — nil videiur aliud denotare quam magniiudlnenx 
ipsam ^ quatenu^ per suam (ut ita loguar) Singular iiatem 
determihaiur in se^ et ab aliis quantis distinguitur. Causa 
vero^ propier quam aliqua magnitudo, vel potius aliquod 
magnum — talt modo refertur ad aliud magnum, non alia 
concipi potest, quam ideo quod absolute tantam in se magni'^ 
tudinem habet; sicut uniifersim- omnis relatio fundatur in 
qliquo absoluta'* — n . 

, Aber Ptolemäus -wenigstens in Mtyo(X' 2vvra$, 
B. I. Cap. 9., welches die Aufschrift hat:^ i^JISQi ri]g 
mihxQTTiTOQ rcov ev reo xi/xX« ev-^eicov^'* nach Georg. 
Trapez untiua Uebersetzung ^^De quantitate rectarum 
tinearum , quae in circulo perducuntur^ß hat das Wort 
jiijXtxoTT^^; nicht in der Bedeutung magnitudo absolute per 
se determinata genommen» wie tbeils seints Behandlung 
des Gegenstandes, theils die deutliche Darlegung seines 
Zwecks beweisen» indem er sagt p. 8. ^^Üqoq ^lbv 8v 
XTiv e^ hotfis X^W"^^ xavonxi^v nva sx&6ai,v noiiiaoii6\^<t 
rrjQ jiTjXtxorijros avrov, ttjv ftpv mg^ierpov bi£ r€ äisKov-^ 
tsg r^tri^Kxra, naQavf&BvrBQ äs tag xad' iJ/u|tto*()iop naQ" 
av^Tiosig xcav Tis^iq>6Qeicov vnoxetvo^tsvag ev'&eiag^ x&v* 
Cfft5 noccDV e^crt r^njuaxcov tog xtjg öia^ex^e^ dta xo €§ 
avxfov xcjv sm'koyia^iav (pavrjao^Bvov av xoig aQid'ttoig 

evx^V^QVj H^ Qx rpi^fiara diji^T^nsvijq»' Und p. 11. fg» 
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oV/va 8e Bdp- ixat:i]Q t(ov^xq8l(ov e£ homa tag ni^Xixoriy- 
zaQ f%o/i6v tav evd^si^ov Bxxeifievag^ KavoViavTcota^oftsv 

ava stysQ ^b^ 8ia ro avmizrqov ' tov ra ^iBv ngata itegr] 

nsQtB^ßL rag nr]7a^ori]rag rcov ubqkpbqbkdv :^a& i]fUßoiQiov 

^naQTiv^r]fisvag^ ta Ös ÖBwega rag vcsv nagaxSi^Bvcjv ratg 

itBßKpBQBi^aig sv'&ei^cjv nTj'ktxozijrag^ cSg rrjg dta/(£r^8 zcov 

px T^7]fiarc3V vnoxemsvTjgJ'* 

Ferner bedeuten in der Def. 5. 'des B. VI. des 
jetzigen- griechischen Textes der Elemente die darin 
erwähnten Tlr^kiviorijrBg 'koyov nach Theon, Eutoöius. 
nnd dem Verfasser des Scholions über das B. VL, die 
Exponenten oder Benenner der Verhältnisser wie wir «ie 
nennen.' S. Pfleiderers SchpUen zum VI. B. d. Elem. 
Kot. 5. 9. lo, i5. Wallis Z)/aZ. adi>. Meibp'm. p. 26. sqq. i4.\ 

Da nun jene Def. 5. des B. VI. offenbar unäcl|t ist 
(§. 7. der angef. Schollen ; und Not. 7. fg.) : so wir4 , 
wenn mhn annimmt^ dafs die Def. 3. des V. )3. sich auf 
'jene beziehe, diese Def. 5. B. V., welche Rob. Sim- 
6on in der Anmerkung dazu *) um ihrer, schon ron 
Barrow am Ende von Lect. III. p. 23o. fg. bemerkten 
Unnützlichheit willen verwirft, auch dadurch- der Inter- 
polation verdächtig. 

Definitionen 5. 6. 8. 

1. Ty^if^'Evt&avtco.'Koycgi^iByB&TiXByBtctiBvah n^cy-^ 
Tov uQog ÖBVTBQoVi xat TQiTov UQog TSTaQvov^ otav ra TB 
nQors xat rptre taaxtg noX'kanXaaia tov rs dBVTBOQ xa» 
xBraQXB loaxig noXkankaaKov^ 'iia& onoiovev noXkaTiXa- 
aiag^iov^ hi^TBQov ixttre^e, rj dfia BXXBmjj^ rj ß^ia ica 7/, 
12 a/it« vuBQBXjj^ XT]<fd-BVTa xaraXX7]Xa. 

Def. 6. Ta ds tovaurov Bxovta ^iByB&i] 1\,oyov ava- 
Tkoyov xaXBüSc}. 

Def. 8. Avakoyia d* Bstv 1} rcov Xoyav o^iot^orrjg. 

2. Na^h dem ersten BegrifiPe von geometrischem 
Verhähnifs (nr. 3. fg. zu. Def. 3. ' 4.) sagt man , vier 
Gröfsen A^ jB, C, D (die entweder alle, oder wenigstens 
^wei tind zwei gleichartig sind) seyen in einerlei Ver- 
hältnifs, wenn beide Verhältnisse einerlei Exponenten 
haben, oder wenn die Exponenten beider beständig zwi- 
schen einerlei Grenzen eingeschlossen sind, auf was für 
gif ichvielte Theile der Gröfsen Bj D sich dieselben im- 
mer beziehen mögen; wenn C=mDy wöfeiii A==mB\ 

*) Matthias p» ^8» 
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r=—A wofern A=—B; C=—A wofern ^=~J8»); 

'wenn O ^D < -=^A wofern ^ ;> ^J < i^dj,^. 

Und umgekehrt, "wenn die Einerleiheit der Verhältnisse 
AiB^ C:i) bekannt ist, so wird angenommen, dafs sich 
schliefsen lasse: es sey zugleich C=^mD, wenn A:^mB^ 

C=—D. wenn ^= — B : C= — A wenn -/fc= — B ; es 

,ey O— D <— "ti-A wenn ^>-^J < i^^+LjB. 

Dieses hesagt, auf Vielfache bezogen nach dem 
zweiten a. a. O. angezeigten Begriff von Verhähnifs: es 
sey A : 5=C:D, wenn zugleich seyen A^^mBy und C=^mD^ 
oder zugleich nA^=B \x\\anC=J)'y oder zugleich 7i.(^=:7}i£, 
und nC=mD'^ oder zugleich 7ii<>mJB<^(m-f-i)J}, und 
nC^ mD <CiTn-\'i)D : und umgekehrt lasse sich daraus, 
dal's A : B=C: D, schliefsen, dafs C=mD^ YfeTinA^=mB ; 
nC=^D^ wenn nA=Bi nC=^mD^ -wenn nA:=:mB ; nC^mD 
-<(m-f-i)A wenn 7i^>mjB<(m+i)J?. 

3. Barrow {LecL VI. p. 234. fgg.) macht über die 
zwei letzteren Definitionen folgende Bemerkungen: 
yjRaiionis aequalltfls muco *{>ocabuIo (brevitatis et claritalis 
causa) i>ocitari solet Analogia [Vgl. Def. i8. 19,). Quae 
i^ox extra Mathesin i^ulgo qiiamvis denoniat congrueniiam^ 
conformilqtem aut aptam rerum inter se guarumvis corre^ 
spondentiam: si^ut (instandd) conf^enieniia sermonis cum 
reguJa generali dicilur a Grammalicis analogiam et quae m 
ratlone quapiam communi conspirantf a Logicls dicuntur 
analoga. Nempe Graecis ai'a praepositio rerurr. ideniltatem, 
flcqualitülem , aut corn^enieniiam innuit qualemcumque : 
Exempla ^uggerunt Evang, Jo. IL, Maith, XX,, Luc. IX — 
Simili fere pacto avaXoyov dicuntur bfna quanta hinis col-* 
lata^ que 'koyov hahent ava, congrue i>el aequaliter^ hoc est, 
(juae rationem hahent acqualem: abstratieqae rationum ip'' 
sarum convenientia talis. appellatur avaTiDyta* Latinis autem 
usilatius proportionalttas diciiurß ' distinctionis graiia *qi^ia 
proportio saepius ipsam rationem, rov Xoyov^ designaU 
Quamquam Cicero^ cum in Piatonis Tim aei t>ersione ifocem 
ava^oyia in latinum tran^underet sermonem^, adhibuerit 

*) So heilst B. VIT« Def. ao«: A^i&noi avaXoyov tiaiv, 
oxav n^totoQ xb dsvTBQB^ xai 6 rgiroQ rs r£ra()r8, 
«aaxtg Ji noX\anX<t<JiO£y 19 ro avro pB^oSi v ta avra 
lieipi} QOiv. 
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pocabtäum . proportio* Fabius autem QuincilllanuM 
[Lib. Vj avaXoyiav per simiUtudihem bene censei cxprimü 
Quapropter AnaLogia i^el ProporLionalilm deßnliur ab Eu^ 
clide 'koycöv üiioir7]Qß a Theorie Smyrnaeo %,oycov rai>- 
totfjg — Deßnitones autem isiae non sunt eüicjÖBiQ » rei 
deißnitae certam aliguam esseniialem passiönem ex hibenies $ 
sed iandum ovoiiatcjdsig^ quid analogiae nomen significet, 
quadamtiinus indicanies ; Eaclldz saltem taUs sunt, ut ex 
eo satis patet; quod D^nitioni 5. {rationem scili'cet, eandem 
habenlium magnitudinum deßnitioni) subjecit: Ta d^ top 
avTov sxovra ^iBysd-rj Xoyov avaXoyov xaksiSciy; quae mera 
est vocabuU (iva'koyov eocplicaiio. Mox autem^ interjectis sO'» 
lum inaegualem rationem habentlum definitionlbus^ Avakoyia 
8b B^i Jloyta^' o^oiorrjg, Quamobrem Euclidis menfem haud ^ 
optime capit Borellus, cum existünat, eum Imnc velat 
ßssentialem et sclentißcam analogiae deßmiicner^ praeponere, 
cumque censet^ ex Euclidis mente ratlonum similitudinem ceu 
notam et prirham analogiae proprietatem assignari. Nil tale 
cogitasse (fidetur is': at cum sublnde vox analogiae^ i>el avct- 
Jloyov ftvat, rationis aequalitatem concinnius exprimens et 
concisius^ interdum usurpanda oideretur) eam, ne quid 
ignorala discentium facesserßt negotii, i^el caliginis qffunde^ 
ret, explicalam^ t^oluit dare» Quare nee Euclidem merito 
iaxat (taxat^ inquam^ ex hypothesi^ quvd EucHdes istam de-^ 
ßnitionem' tradiderit), quasi superjlue praveque binas ejus^ 
dem rei definitiones exhibentem. Nam eaAdem i>el aequalem 
rationem Jiabentium unicam exhibuit revera deßniiionem per 
essentialem quandam ipsoPum passiönem : quin, autem prae^ 
terea rationem habentia aequalem appeUari avaXoyov , et 
raiionum identitatem vel similitudinem istam analogiae quo^ 
que nomine designari submoneat, quid^ obsecro, justae causa:e 
debuit impedire? Imo satis habuit causae^ oim declarare 
pocabuli plerisqu£ forsan ignoii. Fraudi oero ßUsse i>idetur 
eruditissimo i>iro, quod in Qlavicina aliisque Latinis plerisqiie 
editionibjz$ analogiae descriptio loco legitur emota, et ante^ 
rius protrusa /^tum istic locum occupat^ quae jure meritoque 
Graecis in codicibus Si^a numeraiur. — *' 

4. Reduction der mehreren in nr. 2, enthaltenen 
Fälle auf die in Def. 5* angegebenen; und Rechtferti- 
gung des mehreren, was diese erfordert > mittelst fol- 
gender Sätze : 

S a t « B» 

.Wenn ^=m^^ ,^^ nA=B^ . nA^mB^ 
' und C^mD^ ^^^"^ nC=:=D^ ^^^^ nC:=:^mD' 
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80 sind jede GleicliTielfache yon A und C jeden Gleich- 
Tielfachen yon B und D, das yon A nämlich dem von 
JB,/und das yon X) dem yon D, entweder beide gleich, 
oder zugleich grofser ^ , oder kleiner ; • d* h. so sind imr 

mer zugleich. p^|=J7JB und /)Cj=|(75, für jede zvei 

Sanze Zahlen p, q : oder so ist nach der Euclidischcn 
Definition, so wie nach der gemeinen nr. 2., A : B=:^C:D. 
Beweis. Durch Satz A; Satz I. Zus. i. Satz 3. 3. 
Zus. 5, Satz 3. nr» 3. siehe Abhdig. III. Deduction der 
Definitionen 3. 4* 5, 7. des V. Suches der Elemente 
Satz V. §. 3i. 33. p. 71. fg. dieses Heftes 

Zusatz. Auch wenn -^=5, C=B\ so \bxAiB=C\I>^ 
Denn da unter diesen Bedingungen auch (Satz A^) 
mA=zmBy mCz=mD ist für jede ganze Zahl m, dieser 
Fall aber im dritten Theil des Satzes B begriffen ist: 
8ö ist yermöge dieses dritten Theils AiB=-Cxt). — 

S a t z C 

Umgekehrt, wenn ^:JS=C:2). nach Def. 5. j d. h. 
irenn immer zugleich 

pA j =f qB, und pC j = > 9A für jede ganze Zahlen p^ q ; und es ist 

jiz=TnB, odtTnA:=Bt oder nA=mB, oder/i^>'mJ&^(m+i)j5: 
so is -auch 

C=mD, nC;=d>, nC=miD, nC^ mD <:^(m+i)D ; 

mit andern Worten: und es ist m, — ^ — der Expo« 
nent, oder — , ^ ■ eine Gränze des YerhältnisseSi 
A:B: so ist auch m, — , — der Exiponent oder ^, 
J^^-tL Gränze des Verhältnsses CiD. 

n. 

Bew. durch Satz A; Satz 3. i. Zus. 2. s. in der 
angef. Abband]^. III. §, 35. p. 73. dieses Heftes. 

5. S^atzJ? ist Simsons SatzC: wovon er aber nur 
den ersten Theil aus Def. 5. erweiset ; zu dem Beweis deü 
2n und 3n aber, aufser dem isten Theil, seinen Satz B 
{Eiern, y, Satz 4* Zus.) und seinen Zusatz zu Satz 4* ge« 
braucht: übrigens den 3ten besonders in Beziehung auf 
Zahlen, nach dem Vorgang yon Clayius, darthut. 

6. Simsons Satz D. ist der erste und zweite Theil 
Ton Satz C: wovon er aber jenen durch seinen Zusat« 
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zu Satz 4i ^^A seinen Satz A; dieaen durch den ersten 
Theil und seinen Satz B {Eiern. Satz 4. Zus.) beweiset« 

7. ^ Def. 6. 8. Ta de rov avrov u. s. w. — Avako^ 
yia S* SSLV — sind unschiclilicfa durcli Def. 7. von ein- 
ander getrennte Wortei'klärungen : in Beziehung au^ 
Def. 10. n. und Def. 9. 19. 20. — Barrow LecU 
Vol. VII. p. 174 — 177. Proclus Lib. III. ad I, 5, [in 
Ha üb er 8 Chrestom. geom. p. 200. nr. 9.] Scaliger ad 
ManiL p. 47» 206. *0^ioiog statt vaog* 

8. Def. g. AvaXoyia de ev .r()4(rtv ogoig eXax^'Soig 
esLV {Propot'tio conUnua^ discrUa) ist blol's eine Bemer- 
kung, wodurch der Uebergang zoi Def. 10. eingeleitet 
wird. 

Definition 7. 

1. Die Verhältnisse * -4 : J5 1 CiD heifsen verschie- 
den, wenn ihre Exponenten ungleich sind, oder nicht 
immer zwischen einerlei Gränzen falten. ' 

Und das Verhältnifs A : B heifst grofser als das 
(7:D, wenn A die Gröfse mehrmal enthält, wenigstens 
enthalten mufs, als C die Gröfse D enthält, oder ent- 
halten kann. 

Allgemein : Gröfseres Verhältnifs ist, dessen Expo* 
nent. gröfser ist als d^r des andern, oder als die grpf- 
sere Grenze des Exppnenten des andern; qder Ton des- 
sen Exponenten die Kleinere -Gränze dem Exponenten des 
andern gleidi, oder gröfser ist als die gröfsere Gränze 
des Exponenten des andern: und umgehehrt. 

2. Ausdruck die^ser Bedingungen durch Vielfache. — 
S* d. angef. Abhdig. III. §. 37 — 42« p. 74. fgg. dieses Heftes. 

3. Reductiou derselben auf die einige in Def. 5. 
angegebene, mittelst folgender Sätze. 



atz D. 



Wenn A=mB, ^j^„ vA^=B, ^;i^^ nA 
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ab^r \ ^ C<imD'' """ 7iC'<jB'' ^"'''' nC <mD '' *^ 
lassen sich immer Gleichvielfache vo^i A und (7, und 
Gleichvielfacbe von B und D angeben, so dafs das Viel«, 
fache von A gröfser ist als. das von B^ das Vielfache 
von C aber nicht gröfser ist als das von D. 

Bew. durch Post. 5.; Satz A; Satz 1.; Satz 2. nr.5. 
Ax. 4. S. die angef. Abhdig. III. $. 44- Satz VII. p. 75. 
dieses Heftes. 

Zusatz. Auch wenn ^=J5, C<D; i8t.^:B>C:D. 
Denn alsdenn ist für jed^ ganze Zahl m, mA=mBf 



mCKntDi welcher Fall unter dei< dritten Bediagong 
dieses Satzes begriffen ist 

Satz E. 

Umgekehrt wenn A:B^ C:D nach Def. 7., d. h. 
wenn unter den Gleichyielfachen von A und d und den 
Gleichvielfachen Ton B und D^ ein Vielfaches Ton A 
gröfser ist als das von B^ das Vielfache' von C aber 
nicht gröfser istvals das von 2>^ nämlich pA^qBy aber 

pCk^l^A ^ gewifse ganze Zahlen />, qi and 

es ist ^=mJB, oder nA=^B^ oder 7L/<=mJ!; 

so ist C<^mD, nCKP^ nC<jnD. 

Bew. durch Satz A; Satz 1. Zus. 1. 5.; Satz a. 
Zus. 4« 2*; Satz 1. Zus. 4» siehe die Abhandlung IH. 
Satz VII. $» 44. p. 75. dieses Heftes. «« 

Zusatz. Auch wenn AiB^CiD und A=:B: so 
ist CK,D^ — Denn alsdann ist für jede ganze Zahl 
m, mA^=^mB (Satz A); folglich (nach dem dritten 
Theil dieses Satzes) mC<CmjD: mithin C^D (Satz 3* 
Zos. a»)^ ^ 

S a t z^ 7. 

1. Wenn A=Bi so ist AiC=B:C. 

Denn nun ist nA^sanB (Satz A). Folglich wemr 

(>) C>) 

nAh^mC; so ist auch nJJ<==JmC (Ar. !.)• 
3. Ebenso ist CiA=:CxB^ wenn ^=B. 



Zusatz. 

Gleiche Gröfsen haben zu gleichen Gröfsen einer* 
lei VerKältnifs: d. h. wenn A=B^ und C=^} so ist 
A:C=BiG. 

Bew. Ebenso wie für Satz 7. 

Satz 8. 

1. Erster Fall: ^£<C oder EBj] d.h. ^£>6 
aber <2C. 

Constr. i)F& Vielfaches von AE^ das >£l9 nach 

Post. 5.; wobei F&=2AE^ wenn -<i£|^|D. 

2) ^j^l ebenso vielfach von ^^, als FG von AE. 
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^ iit aiudi FH eben so yielfach ron AB^ als i^ 

Ton {^} (Salz 1.) tind CJf«X (galz A). 

3) N=J\f+J) d^s^i'^lfac^e Ton Z>, ^elöhes s&anächst 
f r«fi|W als |C .(^9st. :?.). ^ ^ 

AlsoM nicht gröfser, sondern {^JÄ oder GÄ. 

abpr f'Op^ /> (Qr> iQ; 

so ist /'jy 5> ^+^^ oder iV^ (Ax. /i.); aber AT uichl groCicr 

'sondern ^I«^« 

2. Andere DarsteUttng:^>t:^^H-£; und £<C; 
•Iso A<2a 

i) gj^mm nJ^^ P (fosl. 5.)» ''o^« /»=:«, wenn /^^j^- 
a) mZ>|^|/»C, aber (m4-i)Z>>«C (Post SJj 

So Ul iiC|^|m/> 
nE^ D 

"^ A. I« nr« 5« j 

aber nC <(w+i)i)(CiMitr.) 

aUo(Def.7.) A.D'>^C:D «nd ^i^>^-^,r> ^ ^ 

indem »^> ( w+i )/>, »J5:<(i/i-4-i )/?5 (m+i)Z)> /^, (m+i )P <«^ 

^>j!;±iD, c<:-^!d±D; z>>_'?_^, z)<--^^. 

< 

3. Erläatcrung durch Beispiele : 

,) i5-L : 8 > i5 • 8; C : 10 > 8 : i5-^ 

nämlich 
i9Xi5^>36X8, i9Xi5<56X8, a6X8> i9Xi5,56X8<i9Xi5^-, 

.5l>A^8, i5<:il8 . 8>2|,i5, 9<^iS^ 
7 19 19 j6 . 5o 7 

i9Xi5l. = i95-i-,i5Xi9=i85; 36x8=a88. 

7 7 
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vf— C oder r<iJL> 

iSy^a : 8 > 11 : a» 

nämlich 59X>5ya> io3X6, 59X n< io3X8 

59 29 

und 8 ; ai > 8 : iST/i 

ioJX8>^Xai, ii)5X8< SjXiiyi 

10^ io5 

4. Zweiter FalU ^JB|^|CoaerBEj a.li. JfJ!|^|»C. 

Construct« i) ^J Vid/ach«s von j'^, das >/) (Post. 5.) 1 

»robci ^ ^ }, wenn 6j>^JD. 

a) FG el>enso Vielfaches von ^J?, alsl^ ^°^ ^ 

aUo (Sau lO i^^ — — ^ — -r^Ä —' -^ — 
und (SjauA.) GJI=JC^ 

3) A'^^M+D «las Vielfache von D, ^velche« sauächtt 
gröfser als FG (Post. 5.) also M nicht gröfser, soa« 

Da nun -PCJ^W aber <iV 

gh::> D \ 

so ist /'W> M+D oder iV (Ax. 4.), 

odi 6^} '^^J^^^^j <j ^^ (Sau A. ,. Zns. 1.) weif ^^ j^j ^if 

(Vorauss.)» sind <^ iV (Ax. i«) 
folglich ^Ä; Z)>C. A ttnd />: C>Z>: AB 
FHiN^K:!^ If.Kj^JYiFff. 

5. Andere Darsiellang: Ay>C=C'{'Ei und J^j^ji^ 
also -^l^pC 

8* 
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i) Nimm nC '^ D (Pott. S.)» wobei nerzi, wenn C^^|l> 
a)" iwDj P^}«^ aber (i»+i )Z>> «^ (Po»t. 5.). 

So ist iiig'^;r;|jjtl> ' 

daher »C-f-n^ > niD+D (Ax. 4.) 
^•^•"'JJ'^j>(m+i)/> (Sau I. A. 2. nr. 5.). 

Aber, da c|^|£' (VoranssOi also iiC|^|/i^(SauA*i«Ziis,i*}« 

Qud nÄ'<^(m4-i)/> (Voranss») 
so ist nC < (iw+i)/> 

Folglich 
(Def. 7.) u4 : D > C : Z> uad Z> .• C i> D : ui 

n^>(iw+i)A jsC<(w4-i)^ (w4.|)JP>/iC, (»J+i)/)<ii^ 

6. Erläuteiiing durch Beispiele: 



ji j 

^=15 y^ < «— > ai — , weil 5=^5:;= 1§5 

4 «i i6 121 

also 5<>9> ^ 

«=4V5>8ii<i9, weü 5 = JÜiL = ^ 
17 389 / 16 

, aUo5>Jli*L<lL 
•^ »89 ^ 16 
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^-C=JP<i34|-> i5 A> C 
^" 68 11 - 

iSyS : 41. > kY^ : 4% 

5Xi3#^S>aX4i, 5X4y^<aX4i, 

i5l^>4.4i. 4y5<4-4i 

5Xi3y^<ii5— >! iiJ-^-i 
/ 4 II' 

und 41 : kY} > 41 : ilY^ 

3X4i>5X4r 5, aX4i<5Xi5y^, 

4i>— 4r^5,. 4i<Ai5y5 

r 2 

*X4V"5>44— <455 aX4i=8a4 
17 
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Satze)* 

1. Ist Conyerse ron Satz 7. 

2. &ew. indirect. Ergäiiziing desselben. S. Sim- 
sona Anmerkung za Satz 9. (Matthiaa p. 55. fg.) 

- Wenn A: C=B: C odcV C.B= C:Ai so ist nicht^>i». 
Sonst wäre A:C^B:C C:B^C:A ^ 

d. h, pA>^C ViudpB^\qC, <iCy^pB und ^cj ^|m J ^^*'* ^^ 

Es sind aber, weil A.C z=zB:C, C:B = C:A (Vonnss.) 
sngleich p ^> 7C, />«> y C,- qCp-pB, ^C> ^>f (Def, 5.) 

S a t Z 10. 

1. Ist CoHTerso von Satz 8. 

2. Bew. direct. S. Simaons Anmerbg. zu Saiz 10. 
Matthias p. 56. fg. 

Wenn ji:C^ BiC, C:B ^,C:A: 

so ist pA^p^C, pB^^^qC qC>pB, qdC^pA (Dcf. f.] 

Daher in beiden Fällen pA>pB (Ax. i.)' 

A^B (Satz I. Zua. 3.). 

3. Bew. indirect: Wenn ^:C>J5:C, oder C:J5 
>C:-^; so ist 

1) Nicht ^=3^. S. Simsons Ergänzung in der An« 
merkuüg zu Satz 10. 

Sonst väre A : C z=: J5 : C oder C: B ^ C:A 
d,h. zugleich pA^^qC, pB^qC qC^pB, qCTppA (Def. 5.) 
gegen die Bedingung und Def. 7. 

2) Auch nicht Ä<By ß^A. 
Sonst wäre B :C > A.C. oder CA > C\B 

d. h. nB'^mC, nA\^\mC mC^nA, JnC|^|nB förfs- 

wiise ganse Zaiden n, m» 

4)aaber^.C > J?:C C.Ä > C^^ (Votaoss.)^ 

so ist pA^qCy pB^^^qC qC^pB, V^^|/'^ ^'»' §«* 

Daher npA^ nq C, npBV^ inq € nqC^ npB, nq Cl ^ ww^ 

also npA^npB mpA^npB 

Wenn dabcr nB^mC Wenn daher mC>9iA, 

" '" 2;^I>/""C »o ist ^mOJIJCj 

aidkt n^^jwC nicht mC)^jiiB. 



• 4. Dieset* indirecte BeweU .ton^nr/ 2. könnte zwar 
scheinen, die Simsonsche Behauptung in der Anmer- 
koiig. za SatjK lOw uiK^astoG&en : dafa sich nur erat mit- 
telst des Satzes lo« beweisen lasse i Wenn AiC^SiCj 
und nB^-mC; so sey auch nA'^mC. 

Im Grunde aber enthält er in der aus AtC^B iC 
gezogencii Folgerung npA^npBy auch schon die Ä^R^ 
also den loten Satz ; und läuft somit mit dem Sicnson'* 
scheid Beweis auf eines hinaus. 

Anmerkung %u Satz 9. 10. 

Hat raan^ wie es vermittelst der Rechtfertigung ron 
Def. 5. 7. geschehen kann, gezeigt : dafs zwei Verhalt* 
nisse nicht zugleich einerlei und verschieden., , nicht 
zugleich eines gröi'ser als das andere, und das an^er^ 
gröfser als das erste sejn können: so sind auch die ab- 
gekürzten Beweise der Sätze 9. 10. gjliltig. 

S a t z 4* 
1. Wienn -rf: S=:C: Dj sjd ist auch ?iA:mB^=nC:mB. 

£» siüd. nivil^ch zugleich p X nM^ [7 X /aB , und p X nC 




XmD^ weil ^^^j. Gleichvielfache von ^; ^^^"5 

GleichvieJfache von ^^ ('Satz 5.) ; und ^ : jB=:(7: D (Vor- 

aof^). Abo (Def* 5.) — 

3. i^nßß wiird bewiesen: dafs, 
weni^ Ä : B=C: A auch nA : B=nCt D 

A: mB^Cimt} s^. 
8. 8 ii%a o n^ Zusatz zu Salz 4, Matthias p.' 43. fg, 

3» S[atz 4« steht unschicklich zwischen Satz 1.2, 3. 
und Satz 5^ 6., welche Conversen sind von Salz 1. 2.; 
sich a|icb^' wie jene auf Gleichvielfache überhaupt be- 
ziehen, und Vorbereitungssätze sind zu den die Pro- 
portionalgröfsen betrefiEenden. 

4. Wehn ^:B>C:2); so i^l nAimB^nCtmD. 
Den B«w^^ ähnlich dem von Salz 4, s. Alihandlung IL 
$• i5. p, 44. fg. dieses Heftes. 



Defi 14. und- Satz 4., Zutd^c. Siiilltoirif SMtz B. 

1. . Vyrenn u^: B~C: D: so ist autli -ß : Az=:D:C in- 
i^erw (Def. i/|.). 

' Denn da J : Bz^C : D y so sind zugleli&H n^^K/hJ? 
und nCj^SpiD für jeJe ganze 2(ahl6n «, m (Def. 5.). 

Also auch zugleich /nJBteinv^, und 77i7)<?=:J/2C; daher 

(Def. 5.). — 

2« Die^^r Satz ist unschichHch dem /|t^i# Satz aifi 
Znsatz aDffciiängr, da er aus ihm nicht fMg^t; iiheirlikript 
ktine Verbintlung nut ihm hat. Nur 5?ctn lWwc14 vrifä 
ebenso unmittelbar aus Def. 5. abg<rlcitet, ^ie dör toti 
Satz 4* 

Auch dieses ist abfir ungeschickt in dem angegebe- 
nen Beweis dieses Zusatzes ^sch eben; indem ^sciilos- 
sen >vird , aus A : B^=C: D folge G : D=niF^ mB : n^ 
=mD:nC. S. Siinsons ifnmerhungen zu Satz 4« und z« 
seinem Satz B. Matth. p. 44vfg« 5o. 

3. Vermittelst dieses Satzes folgen die zweiten 
Theile von Satz 7. 9. ohne weltören Beweis ans den 
ersten. 

Satz F. (Abhdlg. II. $. 5. p. 40. dieses Heftes.) 

Wönn ^ : J5> C : D ; so ist inverse D : C> B lA^ 

oAevB:A<DiC. 
Bew^ Hv A\B'P'C\D\ so ist iiSv gewifse gance 

Zahlen n, m, nA^mB, nÖ'^lmD (Def. 7?). 

Ist nun jstens nC^mD: so ist wt/>>'/iC aber mb ^ii^i 

folglich p:Cy^B:A (Def. 7.). 
3tehs. Ist aber nCzrzmD ; so sc^, da nA^mB, nA=::mjB+ßL 

Dahfr a) für «=j, ist aC^ywD, a^^ ^}«BS"-'^* 
. folglidb (p«f, f.) P:C^ B : AP 
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Aber da mD:=snC (Yorauss.) : so ist mD^riC — C 
d. i. (n— i)C. 

Folglich (Dcf. 7.) D:C>J!:^. 

Oder j) ist i?<-r/. So sey rig:>^ (Post. 5») 
Da mB-^-EsmA. (Voraitts«); so ist rmB+rE=rnA (Satz A* i.) 

Aber wegen rE^A hirinB'\'r£^rmB+A:dah,rnA^rmB'^A, 

rfiA^A d.i. (S«u6.)(r/»— i)^>TmÄ, t)dcr rmB '^{rn — i)A. 
Wegen mD==nC (Voranss.) ist rmD=rnC (SiiuA.); folglich 

•rmZ>>rii(^C d.i. (m—»)C» 

Daher wieder Z); C^B:A (Dtf. 7,) , 

Oder kürzer für nr. 3. so : Man nehme , vpenn 

£|^| ^ ist, ein beliebiges Tielfaches yon£; wenn aber 

£<[^, ein solches Vielfaches von E, welches ^A sey; 
es sej in beiden Fällen das rfache: so ist rE^A, Und 
es wird wie Torhin geschlossen, dafs rmB^(rn — 1)^ 
sey; aber rmD>(m— i)C. Daher (Def. 7.) DxC^BxA. 

Sa t Ä II. 

Wenn spwohl AilSt _r..n) 

als E : f\— ^'^ ( ; so ist Ai B=^E:F. 

oder wenn A : JB=C: D und Cz Lh==E< F) 

Denn yfennAiB^^CxB*^ so ist für jede ganze Zah- 
len fif m amgleich n^j=?mJ3^ and nC^^mD» AbjSr an* 

ter der Voraussetznng C : D=E : F, ist aach 




so wie nC^imD; mithin' so wie n^{=?mjB. 
(Def. 5,) aach AiBs=iEiF. 

Zusatz. 

Wenn v<:B=<7:D; und EiF—AiB, GxH^CiDi 

so ist auch E : FssG : ff» 
Nämlich E:F=C:D (Satz 11.) =(;:ir (Satz 11.) 

d. h, wenn zwei Verhältnisse unter einander einerlei 
sind; und ein drittes Verhältnifs ist mit dem ersten 
derselben, ,ein yiertes mit dem zweiten einerlei: so sind 
auch das dritte und vierte unter einander einerlei. 

/ Kürzer : Gleichen VerhäHmssen gleiche sind auch 
einander gleich« 
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Satz i3. 

1. Ist unschicklich durch SaU 12. yoA Satz 11. 
getrennt. 

2. Wenn A:B=^C:D, aber C:D>E:Fi so ist auch 
A:B>E:F. 

Denn wenn C : Ih=E t F; so ist für ge wifse n, m, nC>- mD, 

iiber nEJ'^lmF (Def. 7.) 

Da aber J:B=C:D*^ so ist nA^mB so wie wC>mZ> 

(Def. 5.) 

Folglich Ä^>mJJ aber nlSf^} mF: d. h. A:B>E:F 

^<^ (Def. 7-). 

3. Fehlerhafte Darstellung des Anfangs des Bewei- 
ses in dem griechischen Texte« und in einigen,- nament« 
lieh auch der ersten Lorenzischen Uebersetzung. S. Sim- 
sons Anmerhg. zu' Satz i3. (Matthias p. ^9.). 

Zusätze. 

1. Wenn^:JB>C:D, undC:jD=:£:F; so ist auch 

^:£>£:F (Simsons Zus. Matth. a. a. O.)' 

Denn nA^mB aber nC|^|mD(Det7.); und '»^j'^J mF 

SO wie nC)'p>mD (Def. 5.) 

2. Wenn AiB:=^C\I>^ aber 67:D<£:F: so ist auch 

A\B<EiF. 

Denn nun ist E:F>CxD^ und C:i>=2^:£ also (Zus. 1.) 

E* F^ A* B 

5l Wenn A:B>C:D, und C:D>EiF; so ist wie* 

der ^;B>JB:F (Abhdlg. IL $. 7. p. 41. fg. dies. Heftes.) 

Denn wegen ^^\ 

^.-JJ^-C:/) ist für gewilse Zahlen n,m, nA^mB aber nC-^^mD 

und wegen r ) 

C:Z>>jE:.Fistfürgewi£ieZalilen/;, 7, pC^qD iiUi pE r^^qF 

Ans nCl ~^}mZ) oder iii/>|<C'}iiC folgt »jiiZ>|Cr.piiC(SatzA.u.u 
*<' '-^^ ^'^^ Zus. 1.) 

und aus pC^ qD folgt npCod^ (S, 3. nr.3.)pnC^ wyZ) 

' daher pmD^nqD 

und auch /7m^^n^j9(SaU2.Zus.) 
Aber tu Folge nA'^mB ist y>i^>^mi?($.i.Zus.>.) 

also fWi^ oder (SatB 5. nr, 3.) npA^naB 

Daher (S«U $. tt. i. Zus. %) ^^cJl 



inden\ pEi ^iflF^ 




S a t z 14. 

1. Wenn Tier „gieicharlige" GröfMfn 

2. Bew. Es sey A:B=C:D 
nnd 

istcns, Az=:C: so ist AiB:=z€:B (Sat2 7.) 

C:jD=C:fi (Satxii,); Z>=Ä (Sarti 9.) 
atens. ^>C: so ist AiBy-CiB (SaU 8.) 

C',Dy^C:B (SatziS.); D <J5 (Salz 1 o.) 
3tcn«. ^<C; seist C- Ä> ^ / -5 (SaU Ö. ) 

^C;/>(Salzi5.)5 i?<iD(Satzio.). 

Satz G, a. Simsoris Satz A. Afattli. pw 4^. 
Wenn irgend vier Gröfseo proportional sind; so 

. (>i 

ist die dritte «=> tierte, so ^vie die erste 

Denn so wie ./<<= iB, ist auch w><l= (wB. (Satz A, und 

\<\ K' 

Satz 1. Zus. 1.) 

Wenn aber A : J5=C : D ; so sißd zngleicb nA^ SnJ9, and 

7/C <=> nZ> (Def. 5.). So wie ^ |=> B, und daher 

nAh=\nB\ ist alsdenn auch 7iC|=>nI>, und daKölf eben- 

kV <) 

falls C<=p (*afz 1. Zus. 2. 5.). 

Änmer&ung; 

I>er zur .Rechtfertigung der Definitionen 5. 7. die- 
i^cnden Sätzfe B, D dritte Tlreilb^ geltön- nänrlfch'' auch 
für einerlei Vielfache von ^ und B, Cund JÖ, oder wenn 
man in denselben n statt nx setzt; und daher gelten oTe 
Definitionen 5. 74 auch für einerlei Gleichvielfache des 
ersten und dritten, zweiten und vierten Glieds-; nicht 
nur für verschiedene. 

Und so ergabt sich denn auch: dafs 
istens. -<^f:^ = C:D, wenn A^=^B und C=D; 

2tens% Axh^CiBy a) wenn ^>Baber C<A 

oder b) weniiv<=B aberC<D. 
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Foraer umfi^ehehrt: dafs 
Stens. Wenn A:B=C:D: zueleich ^\=^J8, und 

RS 

t;j =>I> »eyen; 

itens. Wenn AiB'^CiD; (7<i) seyn mülAe, wenn 

A\=\B ist; 

und A^B seyn mülse, "wenn 

CJJJD ist. 

Bemerkung* In Beziehung auf nr. i. und ni\ 2. b. 
Bind oben die Beisätze zu Satz B und D gemacht, nr. 3. 
lÄt hier in Satz G, a; i|r. 4- Mird im nächstfolgehden 
Satz G» b. dargethan, nr. 2. a. folgt au$ l)ef. 7., weil 

für jedes m seyn wird mA >mJ5, mÖ'^lmD* — 
S a t z G, b. (Abhdig. II. $.11. p. 43* dieses Heftos.) 

Wenn ^:Jr>C:7>> und 1) ^|^|^,* so ist C<C^ 

a) ci^|/>; so ist ^4>B. 
{^ \ •" ^ 

Bcw. istens. WcnnÄJ^^^; so ist B : B\^ly4 :B{SaU';,Q,) 

Aber u4 :B^ C: D { Vori mss. ) 

folglich B:B^ C:D (Sa u i5. 

u. dessen Zus. 3.) 
Aber D:D =1 B:B {SB. : iu&. ) 

folglich D.np' C:D (Sau i3.) 
also D > C (Satz lo.) 

ateiis. \^Bn C=Z>; sd ist C:Z>|^|z>:/> (Satz^.S.) 

Pa nun A:B^ C; /? (Vora uss.) 

so ist A :B ^ D : D (Satz i5. 

' Zus. I. II. 5.) 
Aber D:D=zB:B (SatzB. Zus. ) 



folglich ^.jff > Ä:B (Salz i2».) 
mithia -^ ]> Ä (Satz lO.) 



Anderer Bvyreis: Da^:B>C:D; so ist für ge- 

wifse m, n, 



mA^nBj aber m(A^|iiZ), 



124 

Ist nun isten8 ^{^1^5 da Jedoch m-rf>?iB igt, so 

^^\ ist m> ni(Satz 2. Zus. 8. u. 9.) 

f . „ 1 » 

^ |mC ist ; so mufs D> C seyn. 
•^^ (Satz 2. Zus. 10.) 

Ist aber 2tensD|^|Qda^ jedochMD|^|mCist; soist 

Tif^^m; nämlick 

1) wenn DszC, und nD=mC i so ist n=m (Satz 9 • Zus. 8. nr. 1.) 
a) wenn D=:C, und nD^mCi so ist n^ i» (Satza.Zus. 8.nr,a.) 

3) wenn/)<^C, untlnDj^l/wCi so ist ii>-m (Satz a. Zu». 9.) 
Da demnach 7i|C7}wi5 aber niA'^nB: so ist, 

i) wenn n = m,- ruiz=zmA (SaU «. Zus. i.)^nB,- folglich A^B 

(Satz ]. Zus. 9. nr. 9.) 
9) wenn n^m: da mA^nB y so ist ji^ B (SaU 9. Zus. lo.)» 

So läfst sich der Satz ohne Vermittlung des Satzes B, 
Zus. aus rler Def. 7. vcwnittelst der ersten Sätze von 
den Vielfachen ableiten. v 



^ 



K 



Satz G, c. (Abhdlg. IL $. 42.p.57. dieses Heftes.) 

Wenn A, B, C, JD gleichartig sind; JiB'^CiD und 
i) aI^Ic-, so ist B<D. 2)Wenn:ßj=JD: 8oist^>C. 

Bew. I>a ^1>|^.' *° "^ C::J»|^|y^:i? (SaU 7. 8.) 

und da ^zB'^ C: D (Vorauss.) / 

so ist C: B^ C:D (SaU i5. u. Zus. 5.) 

, also J9 < Z> (Sau 10.). 

j) Da ÄJ^ 1/1 5 so ist C.'D^^\C:B (Sau 7. 8.); 

und da Ä:By> C:D ( Voranst.) 

so ist AiB ^ CiB (Satz iS, Zos* i.5.) 
^ > C (Satz 10.). 

S a t z 12. 

1. Wenn vier oder mehrere gleichartige Gröf- 
I sen proportionirt sind; so verhalten sich alle Vorder- 

glieder zusammen zu allen . Hintergliedern zusammen, 
¥rie ein Vorderglied zu seinem entsprechenden Hinter- 
gliede. 

2. Erster und einfachster Fall : 

Wenn A:Ä=C;D} ^o ist auch A+C: S+D^\il^ 



(>) 

daher auch /iC|=(irAD (Def. 5.) 

\<i '. / 

ist ebenfalis ii^+nC)=:>mB+ii{/> (Ax. %. 4«) 

' d. h. n(^4.C)/= WÄ+P) Sau u). 

Folglich (Dcf, 5.) — — 

3. Fall für mehr als yier. 
Wenn A : Ä=C; Tk=zE: Fz=iG : H u. s. f„ 

so Ist auch A+C+F'^G+ u. $. f. : B+D+F+B u. s. w.= V^; ^ 

Mämlich so wie ii^\r=:(mJ? 
daher auch nC<=f m/> 

und «^1 = 1"*^ Vpef* 5.) 



und nG 
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ist ebenfalb (^l 

nA+nC+nE+nG+ u. s. f. {=>mi?-+m/>-j-mF+^iÄr4ii. s. f. 



d.h. n(^-h6:4-'J?+ G+ u.8j.)}z=zlm(B+D+F+G+u.^.t) 

Folglich (Def. 5.) 

Satz i5. 
1. Ist Folge Ton Satz 7. Zus. und von Satz 12. 

Da C:Fz=zCiF=:zC:F=iC:F== =:C:F (Salz 7. Zus.) 

so ist C+C+C+C+ +C: F+F^F+F+.. 

d.h. nC ; nF 



. Zi 

1 



is6 



2. Anders ausgedrückt sagt auch der Satz : Gleich- 
vielte Theile zweier Gröfsen verhalten sich wie die 
Gröfsen. 

Nämlich wenn nC=zAy 7iF«»JB : so ist 6"= — A^ #t=: — Ä. 



Der Salz C:F=nC:nF, verwandelt sich also in den: 

n n 

5. Daher verhalten sich auch Gleichvielfache gleich- 
vieltCT Theile zweier Gröfsen wie diese Gröfsen. Näm- 
lich -^-->^: —B——A: —B (nr. i.) '^AiB (nr. a. u. 

n n n n 

Salz 11. )• 

/ Z u s'a t z. Vgl. Satz 4* 

Wenn A;E=C',Di so ist auch nA : nB=mC : niV» 
Nämllich nA'.7iB=A\B (Satz i5.) =C:D (Vorauss. und 

Satz 11.) =mC:mD (Satz i5. ii.) 

S <n t z iG. und D c f . i3. 

1. Wenn vier „gleichartigie'' Gröfsen — 

2. B e w . Wenn A : B==C : D : 

st> ist nA:nB=:mC:mD (Satz i5. Zus.) 

daiher zugleich 7iyfJ=/m(?, und nJS<== >mZ? (Satz i4.) 
folglich A:Cz=i:D (Def. 5.) 

Satz H. (AbhdIg.II, $.43. p. 57.fg. dieses Heftes.) 

Wenn A :B>C:D; so ist auch AiC^BiDt 
. B c w. ^Vcgen A : J5> C: D ist für gewifse Zahlen n, m, 

liA^mB^ aber nO^lmZ) (Def. 7.) 

Daher nAmC^mB: nC (Salz o. nr. 1.) 

mB : mC\^'\mB : mD (Salz 7. nr. 2. Satz 8. 
^-^^ nr. 2.) 

folglich tiAmC^ 'vB: mJD (Satz i3. Zus. 1. 3.) 

Aber A : C=7iA : nC (Salz i5.) 

Mithin ITC^nB : mD (Satz i3.) 

und m£;7>]D:=:JB; D (Satz i5.) 

Also A:C:>B:D (Satz i3. Zus. i.) 



i«7 
Satz 17. vmi De/« 16« 

1. Allgemeinerer Aus^ucji des Satzes : 

Wenn A+B : B=C+n : JD -, so ist A:B = C:D. 

Oderwena JiB^CiD; wnd ^>jB, folglich auch 6>i) 

(Satz G, SimsonsSatzA.) 
so ist ebenfalls A—B:B=iC—D:D. 

2. Bew. des Textes: Dafs AEiEB^CFiFD, 
wenn ABiBE^CDiDF, 

LMf ^ ielfacbe jClf* -^^) fache vod ^ 

iViV) von ^-'^'^ Da auch //ATlGleichvicl-lf:» 

^i>l fache von \F£f 



\ die nämli- / ) wieder ( 

so sind auch CAT/chcn Gleich-J^B so sind //Otoipichviel-)^^ 
(Sau 1.) Z^i^T vicifache kCl) (Sau 3,) ^/^ facIie^onV^. 

Vermöge, der Bedingung AB :B£=CD: DF 

sind zugleich (?iJ= W, Ln\=4mP (Def. 5.) 

Und zum Beweis, dafs AE : EB:=lCF:FD ; . 

ist (Def. 5.) zu zeigen, daft zugleich üH<=w/ö, 




LM <= [AT 3cy. 

Diefs wird nun so gefolgert: 



i 



\>) 

ist auch, HÜL beiderseits addii-t, GKl=\HO (Ak. 2. 4.) 

<<\ 

(>) 
mithin (Vorauss. und Def. ö.) LNl—WP 

K> 

and Afp beiderseits abgezogen, LMb^SNP (As. o, 5.) 



is8 



b) Oder: $o wie nAE}=?mEBi 



y • 



ist auch 



d. i. 
mithin 

d. h. 

folglich 
somit t 



ii><E47tEB^hiEB+mEB (Ax. i. 4.) 

n^Bj=>(n+m)£B (V, 1. 9.) 
<) 

n.CDj= j(h4-'")^i''(Def.5.n. Torauss.) 

mCF+n.FI>{=ii.I>f4-m.l?J?' (Y, i. a.) 

/i.CFJ= jm.DF (Ax. 3. 5.> 
AEtEB = CF: FD (Def. 5.). 



3. DarstelloBg des Beweises von nr. i. 

So wie -'^(^~*,H <=>>wJ8; 

d.h. (Satz 5.) nA-^nBi^ ^^^ 



ist 



r^S>hmB+nB (Ax. 2. 4-) 
^i=(j(m+n)J (Satz 2. nr- 2.) 

i>) ((m+7i)D-(Def. 5., weil 
nC fe n y^ : B=C:D (Voraus».) 
(mD+7iD (Satz 2.) 

und Äx. 3. 5. /iC— nDf S^lmD; folgl. (Oef.S.) 
d.h. (Satz 5.) n{C—I>)C }^i A—B:B=C—D:D. 



Daher auch 



Zusätze. 

1. Wenn AiB^CiD; aber ^<jB, daher auch(Sat2 G.) 

seist £ :^=D:C(Satz4. Zus.), wobei JB>^,I>>C. 

folglich B—^:^=J^— 6': C (Salz l7.)^ 

2. Allgemein : Wenn vier, zwei und zwei ungleiche, 
Gröfsen proportionirt sind; so verhält pich auch der 
Unterschied der Glieder des ersten Verhältnisses zu dem 
hleinern Gliede desselben, wie der unterschied der 



i 
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.6tieder d(8 kweiteii V^rhältniaaet so dem kleinereti 
Gliede dieses Yerhältnisses. 

3. Daher auch inverse (Satz 4- Zus.) das 'Meinere 
Glied des ersten Yerhältnisses zn dem Unterschied der 
Glieder dieses Verhältnisses« wie das kleinere Glied des 
fcweiten Verhälttiisses KU dem Unterschied der Glieder 
desselbeiii * ' 

S «u t it 1&. und t) 6 i? i5, 
i. Allgemein J Wenn ^— £ :£=C— D:!); so ist. 

t^iet wenn A:B^C:t>i so ist feuch ^-j-J tBrrt+D:/). 

2. Mangelhaftigkeit und Unächtheit des Beweise« 
des griechisäen l'extes» S» Simsons Anmerkung KU 
Sau i& Matth« {>. 63» 

5. Darstellung desselben; 

Wenn At:iEB=CFi FD; nnd nicht v/JBiBJSb^CDtDrj 

sey AB : BE=iCD t DÖ » wo ih |^| Djp; mithin 

Atsdann Hr'Are Aß:m=CGtGD (SatsS if.) 
folglich da AE:EB=CF;FD fVorauss.) 

wäre CGiGIh±iCFiFD {S^Xz iU) ' * 

und OG|^}cF* so wie GD|^|X)F(SÄt«l4.) 

welches unmöglich» da Cg|^Jc5s so wie GD |^| BF' 

ist 

4. Simsons Beweis angewendet auf die Fignr 4ei 
I7ten SatMes der Loren^ischen Ueberset^ung» 



so 



Construct Es seyen GJCJ irgend \^^ 

ÄGleichyiet^JS 
^^^ fache von ^g« 

so sind Gtt)ß^ »L«?: ckE 



•» «H 1 1 



I \ 



'\ 



Ul{ HchenViel. \cF. 
) fache ron ( 

Femer seyen »O) ^}\%%^^ . \eB i 

MP[ Gleichviel. J^2>. 

\ fache von v . . r 

Der Beweis von ASiBE=CD:DF erfordert also»' 
.aafs «ügleich GJB=|tfO und Iir]===[MP sey. 

Pßeidenn acaä^ SehrifiM» q 



l9tiiun:iSfep6j?P>fflS; a^h.-nst HO eini mehr Vielfaches Ton 

EB, ah JffK (Satz a. Zois, 4.) 
also au<|h . -^P^ MJV (S^t?s 2, Zus. a,) weil AfP wieder mehr 
] ' . ' "' ^ V ielfaches von FB, als PiV (ConsirJ 

so ist entweder KO^^ BB 

ocler ^y?^ sind Gleichvielfachc Ton J^^^) (^»tz 6.) 

In beiden Fällen ist, ^eü , j^E: EB = CF : FD 
cbenfalb (Satz4* tir; i/a.V GH:KO=:LIH: JYP ' 

So wii^ • ^irJ=:}jyo - — ^ •' • 

daher wiGh G^}^ \kO (Az. 3. 5^); so ist mithin ebenfalls 
LMl = \TfP (Bew. nnd Satz 6.> 

Ist abee^M»^ Ä-Of^l^iSr genommen 5 d.h. ist J§ro|^/^g^^| Vid- 
•i fach Ton £B, als ÄAT (Satz »• Zns. 5, 4.) 

daher ancfa \ MPr^VVN.iOandlu und Satz a, Zos. !♦ «.) = 

s^ W^,. da (Voranss.) c^y^^py »mm« zugleich j^^^j^p , 

-.^ V (Satz 1. ZttS» i)# 



i < 



5. Andere Darstellung des Beweises nr. 4: 



istens 



. Für >nj^>m ist. 



daT 



L44.jB>B sowohl 7i(^+J5j>wB (Satz i.Zu». 1. n, 
\ \ Satz 2. Zus.2.)« 

'C+D>D als 7i(C+D)>m/> 

2teAi(^ Füir n<m, daher riBKrnR (Satz. 2 Zus. 2.) 

7iD<mD 

ist, so wie n(-^+ J?)f it^r -^ 
d. h., (Satz n ^+/iÄ ) f^ V^'^ 

r , t • 1', ''|i f I f^c I 

>) (/liÄ—nJ? (Ax. 3. 50 
folglich ' nA <= } < -ö, wenn m=: n-f-i (Sl^t» 0. 

( ^j l(rn^n)B, wenn'm^ n+i nr. 5.)» 



daher 

a 
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efaeoialU , , ., «*^Y^? CmZ>--« so (SaUS.)' • 

^ • Z u ^ B t z e. - ' . V "^ 

1. Ebenso wird unmittelbar bewiesen, oder n^^ttf Ist 
3a(2) 4-- :Ziis.. aus Säte 1 8.. , hergeleitet:, daff , -wenn 

' '2. -D^h-er aHgemein :' Wenn vier' Gröfsen propor- 
tiönärsin^; eo verhäU sich auch die Summe der Glie- 
der des ersten Verhältnisse^ -eü dem eignen Glied^-'d^^i 
selben, wie die' Sämrae ^Bfct^ Glieder des zweiten V^^l^ 
liältnisses- am dem homo4idig<eb Glie>öle d^^^Veitels. 

'3. Und so ebenfaUs mi/me/ erti' GUejä'des erfij;e^^ 
•Verhältnisses zu der Surnme der zwei Glieder äesselr 
Jben, wi^.das'^Üjxmologc G^i,?d, deszweitea Verhältnisses 
zu der Summe der Glieder des zweiten. 



\- , . , 



-4« Defin. 1-7. und.Zusätz\£tt'SatZ'i9« ^^hisdnsSstzE, 

. . '/ '•»/ >• ' '; / r .; Matth.' pI: 66.lffi^ 

Wc»n A : Bi=€tl> ; und ./r> B^ daher auch (Sata^GO, C >Ä 
«o .ist ^ : 'A-^B s= C J C***B oorfveriendo. ; > 1 1*! . * • f ' 

£eV. A-rB : B = C—D : D (dlvisim, Sitz i).) 4^1 




j 5. .:Oder in Beziehui^g auf Lor^z.« FiS),zMii$at2 19; 

so ist ,,AE^h£B,^ CF.t Fi? (Sat« 17.) . . ,. ::;.| -i 

. .., vJ5£fftjJE^.= JPF;: ,F<7 (Satz:4. ?u|.)., . .., ... 

:J5X>^ AE r=ßO ?i,CF^(Sat«via) .;.^ ,r c' ,;. ,.. .' 

Das ist: W^nn ein aus zwei Theilen be^teheifdie's 
Gartzes'sieh zu döm' einen deiner Theilef verhälr, wie 
irgend ein afidei^esj aiuäi aus' zwei Theilen bestehehdes 
Ganzes zu dem einen seiner Theile; so r^fhäh sich 
auch das erste Ganze zu seiiiism andern Theile wie »das 
jiweil^ Ganz ^.9nv seinem eind^rn T'beile. 
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& Verworrenheit iiq4 Döst&uliiiftigk^it de« Bewei* 
•es des GrieQh. Testes« -n(Suiisqi^ Anmerkt *u ^eioeni 
Sats E. Matth, p. 67,) ; ' ^ 

In Ss^a; 19t und zxt AnhßS des Zusatzes 
war Bedingung: AB i CD = AE i CF 
oder aliernc BA : JE zp:^ JQC i CF 
und Consequenz: , AB ZfCD ^ J^B :'F0* 

oder alieme Ai : BE. =? CD : DFi ' - 
Dies wird nun in dem Zusats^ erstlich als Folge an-* 
gegeben ; hernach als B^dipgi|ns angenommen ; und die 
erste Bedingung BA : AE = DC : CF als. Consequenz 
^e'setzt ' ^■■•' " ■ • , 

'T*- Einen unmittelbaren, dem yon Satz 17. ähnli- 
chen Beweis des Satzes nr. 4- s.m. in der Abhdlg. I. §n 34* 
. , i8, , Weiia'^;^ 5=C?l>y aber ^<£, daher auch 

: , r (Sfi^z G.) C<:D; 

•o»i8t> .1 B;A ;r5fl?C (Sat« 4. Zus.) . k 

Qr Allgemein alsoi W^nü ner, «wei »nd,?wei un- 

8)eicbei Grol'sexi proportional sind; so yerhält sich auch 
as gr5fs'ere Glied aei ersten Yerhältnisses zu dem Un« 
ters^iede der Glieder desselben« wie das grcifsere Glied 

des «weiten VerbSUnwse? ^^ d^w üftteracbi^de seinci:« 
Glieder, c 

10, Und invertß (Satz 4. 2Su&) der Unterschied 
der Glieder dies ersten YerhaUnisses yerhält sich zu 
deni gröfeern Gliede- desselben, wie Bör Untärsdiied 
der Glieder des zweiten Yerbältnias^^ isvi dem gröfsern 
QU^de des zweiten, 

!!• Allgemeiner; Wenn vier, zwei und zwei unglei«« 
chei Grofaen proportipnai 9iQ4 } SQ YerhüU sich ein Glied 
des er,^'ten VerbäUniasea, zu dem Unlersohiede der Glie- 
der desselbsn, wie das homologe Glied des zweiten 
Yerhättnisses zu* de^ Unterschiede seiner Glieder; und 
umgekehrt, der Unterschied der Glieder des ersten Yer« 
hältnisses zu eineiA' Glieds desselben, wie der Unter* 
schied der Gltedei'' des zweiten YerbSltniss^s zu dem 
homologen Gliede d^s ^^w^it^ii (8aU ^7« 2us. i.3, Satz 18, 
Zns« g« 10.), 

, la. ' Und die ähnliche Folgerung hat Statt in Anse- 
hung der Summen d^r^QUeder .der Verhältnisse (Satz 18« 
Zus. 3* 3*X Daher . . 
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8 a t 2 L 

Bew. ist«ns« 
Wenn A:B^ C:Di so bt n^ ^ «Ä, at>er ii<rf^|iiiö 

mithia (Ax* j* 4.) nA + nB^ mB+nB, nC+nl}^]nJ>+nD 

id-h; (Sau i,iO ; n{4^B) > {m+ii^B, »(C+Z)){= }(i»-f o)J» 
.folglich (Def. 7.)—^ *v.J 

Wenn A : B>C f Di so ist 2> ; C>B : -^ (Sats F); 

D+C : C:>B+A : A (nr. 1.) 
güw ^+Ä ;A^C^D : C 

Z n ^ i % ^ et 

i. Wenn daher die vier Gröfsen gleicbartig sipd; 
HO bat die Summe der ersten und zweiten zn der Summe 
der dritten und ^ Werten ein ^rQfseres Yerhältnifa ala 
die isweite jsur vierten; aber eiQ Ideineres als die eratQ 
9ur dritten. (Abhdig, I(, $, 44*)t 
riämliph wenn A : fi^^ C ; JX^ 

•osind(SaUl) ^+Ä.i?>C+JO, A «W A-^BiA^C+BitL 
daher (Sfiu H.) ^+i?;C+/?>^,ö ^ ^-hÄ;C+>>< ^:C» 
dt Wird ini jeder yon zw^i ungleichen Grofaea 
die nämliqhe dritte addirt; so hat die grdf$ere za der 
kleineren eii| grofaeres Yerhältnifa als die Summe der 
ersten und dritten ^ui* ^DmiHQ der ffw^iten und dritteu, 
(Abhdlg. IL $. 4&)t 
Penn wenn J('>Bi so ist A:C ^B:C (Sats. 80t 
* daher A+C:B+C^A:B (Zos, |,)t 
pder A:BppA'^'C:B+C, 

8 a t z Kt 

Wenn AiB^C\Di und C>D; ao Wt auch J>B 

(Satz G, 6.) 
und nun ^--B ;J?>CVf>;D, aber ^!^---ß< CiC—B 

(Abbldg- II- $• 12. a4i). 

Bew. istens« Da (Voranss«) 

^ ; By^C : D- so ist nA^mB^ aber ?iCf^|mZ>, 

Da femer (Vorauss.) 
C>Z> oder Z><C; so iM% mP i^mC (Sa tai»Zi»,|.) 

aho «C-i^ »iC 

n ^ IM (Sats a« Zos. 4») 
fiD^mO und itJf <4^ ati? (Sat*j.Zos«a.) 
Wegen 
'^>i}^ wenn C>Z> (Sau G,0, ist auch n^ > nJi (SaUi«Zu8«K) 

Daher, indem A^>>mj^« aber nC{^| ^M), 

sind nA-^nB\^ n^R^ntt - "^ <^—^\ (= ^mflu-nll 



d 
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Solgliöh i) fib m>il4-^:8iiid (S*t*6*V'ii*^-H-?)>(j»-rjrf)J/' 
O für nf=n+i m^M/^i-B)^ B,, MQ^^ t<\^' " 



milhiA (Defin. 7.)^--Ä .ß>C-Z>..p. , 

"^ tteis* Wenn A.Bp^iJ. D, und C> />)' tolgKSi 'atjcK ^> B 

• ' C" : C^p^l/l : A-B (Sau I.) 

Z u 8 ä t z ,e. 



j.. • 



•• \ 



1. Wenn von vier Gröfsen, der^r^ erste^ur zwei- 
ten ein gröfseres Verhältlnifg' hat als äie^ dritte, zur 
vierten,: die dritte gröfser ist als.Äie Viei*te, 'mithiVi auCh 
(Satz G, 6,) die'er$te gröfser ist* als die" zWei^eTio 
Lat auch dör unterschied der zwei et-jfeten zu jedfer dci*- 
selben ein gröfseres Verhältnifs, als der unterschied 
;4er ai^dern zwei zv(,;(ler homologen .derselben. (Abhdg* 
n* $. «6.). 

Nämlich wenn 'A i J?> C J D, und C> » ^mithin auch 

• r ' ' (Satz'Ö, b.) A^Bi 

so ist \) A^B i By^C^B xjy (Satz«;) 
• '^ 2) C : Ü— 2)>^ t ^— S '(8atzX. nr.2.) 

mithin . A-^B\ A>C-^B : C (Satz K> \ ' 

^ 2. Umgekehrt ^at dlsdann die eine der zwei ersten 

Grö£sen zu ihrem Uilterschiede ein- kleineres Verhäll- 

•nifs, als die homologe^ der zwei andern zu dem Unter- 
acjiledct; derselben. ,,(Satz Jf). , , . 

'3, } W^nn hingegen die zweite gröfser ist als die 
ersteh, so ist auch die vierte gröfs,er als die dritte.; ttUÄ 
«'i^in Jtat dar Unterschied der zwei ersten zu jeder der- 
selben ein kleineres Verhältnifs als der (Jntersqbi^ ^^^ 
zwei andern zu der homologen derselben, (Abhdlg.II«^$*^9)' 

Denn wenn^:J!>C:D; so ist Bi OBiA^SM^) 
'Ddi^r ^enn B^A: so ist . . , . . v. ' 

i) D>C (Satz G, b.) 



t9 ■% 

i • 



«) I^C:l^>B_Jrf: H (SatzXZu».»)- 



J 
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4. Umgeltehrt }i(at;ialAclann äiä eiti^ der zwei erfiten 
Greisen zu ihrem Unterschiede ein gröfseres Yerhältnifs 
als die homologe dec awei andern zu dem Unterschiede, 
dersdlben (Satzjp.)* 

« 

5. Sind die Tier Gröfsen ji^ B, C, D gleichartig; 

und AiB^CiD'y und es ist' 

1) C>D ,fölg!. auch ^> B : so iiX auct A—B : C— D>>^ ; ^ 

. . (Zuaa.u.Sat^H.> 
2)£>^, - - D>C:- - £-^:D-C<g;^ 
(Abhdlg. IL $.47.) : (Zus.3. n. SäU H.) 

^ 6. Wenn ^>J!; eo ist A:Cy>B\C (Satz ft) ' 

Ist nun ] tens* 
B>C daher anch A^C: so ist ^^C:J5^^>^: J? (Ziis. 5.); 

Ist aher a tens 
C>A, — — C>5: SO ist C— -*df:C— ^<^:Ä (Zuc. a.)» 

(Abhdlg. IL §.47.) 

Sa t zj ig. 

ib Wenn ein Ganzes zu einem mit ihm gleicharti- 
ge«» Ganzen sich. verAtit wie ein.Tbeil des ersten zu einem 
Theile des zweiten: so rerhaUea sich die nach Weg-, 
luihme dieser 'Theile übrig bleibendeii Beste sowohl wie 
die Gai^zen^ als wie die hin weggenommenen Theile. 
(S. Simsons Anmerkung zu Satz ig*)* 

2. Nämliat wenn Aß : Cp±:::AE : CF 
ao sind auch ' BA : AlL=DC : CF (Satz 16,) 

» BE : EA=DF : FC (Satz 17.)' 

BE t DF=:^EA : FC (jSatz 16.) 

=-^JB 5 CD (VorauÄ. n. 

' ^ Satz 11.). 

^ 3« • Allgemein r wenn vier homogene Gröfsen pro- 

Jortional sind ; und die erste -gröfser als die dritte, da- 
er aach (Satz 14*} die zweite gröfser als die yierte 
ist i jso verhält sich auch der UeUerschufs der ersten über 
die dritte znm'Ueberschufs der zweiten über die yierte, 
wie die erste zur zweiten , od^ wie die dritte zur 
yierten. 
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Namltcli wenn Ä i B=iC x A ^o^i ^>^f ^ber £>D 

(Satz 14.): 
so siüil auch A t C=B t D (Satz 16.) 

A-^C : C=B~DiD (Satz 17.) 
A^C : B^D=C : D f Satz' 16.) 

r=^ : B (Yorauas. u. Satz 1 1 .) 

i; Ztt Fdlgd Satz 12. nr« 2 iat alsdatin auch 

A+C : B+D:^A s 5=.C : Ä 

6. Daher attch (Satz ti.) A4-C:JB+0=^— C:JB— D. 

8 a t Z L« 

Wenü Von rier homogeAeti Grofaen die erste tut 
isweiten ein srofaereft Yerhältnirä hat als die dritte znr 
Tierten; ao bat die ätt|dme der ersten und dritten zur 
Summe der Zweiten Und yierten noch ein gröfseres Yer« 
hältniCi als die dritte zur rierten^ aber ein Ueinerei 
lila die erste zur zweiten. (Abhdlgi IL §k 45*)* 

Nämlich wenn 

AtB>CiD, 
alao auch AtCp^B : D (Satz H.)t / 

80 sittd(Satzt.) A-U:*. C> JB+D : D; aber^+Ci A<JB4-D iS 
folgl. (Satz H.) A+Ct B+D >6 1 D A-\-C i B+D<:A : B 

8 a t z M« 

Wenn von vier gleichartigen Grofsen die erste znr 
s&weiten ein gröfaeres Yerhältnils hfit als die dritte zur 
vierten; und die zweite gröfser ist als die vierte i so 
ist auch die erste gröfser als die dritte; und der Ue^ 
berschttfs der ersten über die dritte hat zum Ueher«» 
Behufs der zweiten über die vierte ein gröfseres Yer* 
hältnifs als die erste zur zweiten, mithin (Satz i3. Zus^S.) 
auch ein gröfseres als die 'dritte zur vierten (Abhd]g« 
IL §. 48). 

Nämlich Wenn ^:J!>C:D} und JJ>2)t 

so ist 1) A t D'^A : B (Satz 8. nr.2.) 

^C : D(Yorau$s.u. SatziS.Zus.S.); 
daher ^ >C(Satz 1 o, nr. I •) 
fi) ist A ; OB t D (Satz H.) 

A^C : AJ>B— D : B (Satz K. Zus. i,) 
A-^C : B—D^A'.B (Satz H.) 

\ >(7:D(YorattSs.u.Satzi3.Zus.3.)» 

Z tt s a t z. N 



wenn 



Hingegen ist die vierte gröfser als die zweite* 
Q die dritte gröfser ist als die erste; und nun kat 
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der Ueberschnfs der dritten über die erste zum Ueber« 
schufs der vierten über die zweite ein kleineres Yer^ 
bältnifs als die dritte zur vierten, folglich auch als die 
erste zur zweiten. (Abhdlg. II. $.48.). 

Denn, wenn AiB^CiD; so ist DiC^BiA (SatzF.). 
Daher» wenn C^A\ seist i) 2)>£ (Satz.M. nni.) 

' ^ \B\A nr. 2.) 

folglich C—A : D— B <|2B(Satz F). 

Defin. 18. ig. so. Sätze so — s3. 

1. In dem griechischen Texte sind Defin. 20. und 
die Satze so. 21. s3. auf drei und drei Gröfaen einge- 
schränkt« Defin. 18. sagt überhaupt; nkuovav ovrm^ 
liiyBÖ&v* Satz SS. sagt bestimmter: Eav r/ onoaaovv 
f(S}t£v^i7. Def. ig. erwähnt keiner Zahl der Gröisen. 

s, Defin. ig. so. des griech. Textes, besonders, 
die leztere, sind undeutlich; sowie auch die Lorenzi- 
sche Uebersezung der soten. Genauer sind die Simso- 
nischen. Matth. p. 4'. 

3. Der Ausdruck tsvay^tBVTi avaXoyia kommt in den 
Sälzeh 20. 22. nicht vor ; nur der rsragayfievri in den 
Sätzen 21. 23.: in jenen aber steht schlechtweg dl lae» 
Auch in dieser Bücksicht scheint daher Simson die 
Defin. 18. ig. 2o. richtig zu bestimmen, zu erkläreoi 
und einander unterzuordnen. 

4* T^rayusvi]^ ordinatim^ mochte heifsen: beider- 
seits der Reihe oder der Ordnung nach 3 TBtaQay^ivrii 
perlurbate, in gestörter Ordnung, einerseits von yornen, 
andererseits von hinten, aber so dafs auch hier das Vor- 
derglied immer vorangehendes Glied in der Reihe sey. 

5. ^l laSy ex aequo ^ möchte wenigstens in Def* 
18 und Satz so. 21. heifsen: gleichmäfsig ; besser als: 
aus dem Gleichen, in der Uebersezung von Matthias 
p. 4s. In Satz 22. 23. ist die Abkürzung aus Def. i8. 
und Satz 20, 21. zu ergänzen. 

6, Die Sätze 20. 21. sind Hülfssätze zu den Be- 
weisen von 22. 23., brauchen hiezU nur von drei und drei 
Gröfsen erwiesen zu seyn ; sind daher auch von Simson, 
wie im griech. Text, auf diese Zahl eingeschränkt;» 
werden annöthig in der zweiten XiOrenzischen Ausgabe 
auf mehrere unbestimmt ausgedehnt, ohne aber den Be- 
weis dafür zu führen; welches auch nicht ohne den 
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Gebraoch der einfachen Fälle von Satz 92, 23. gesche- 
hen kann« 

Satz' 20. 

I, Wtnn 
dssC: so ist Ai R=C'. R (SaU 7.) 

D:E:=iF:E (SaUii.)^ weil />: £br^;i?'(Voraass.) 

JP:E=:C:B (Vorauss» 
. D=F (Sau 9 ) »»Sau 4. Zus.) 

j» Wenn 
^> C: M i$t A: J5>C: S (Säte 8.) 

D:Ep>C:B (SaUi5.), weil />,-£=;^.j51(Vorauss.) 
S/': JS:(S,i3.Z.i.), weil C;&=i^;£: (Voraass; 
D>/»* <SaU 10«). a. Sau 4» Zus.) 

$. Wenn 

Ir^Sli » *•' C:B>J:B (Sau 8.) 
^i*^^) F;^>u/.J» (SauiS.), 



weil i^: JE=C : B (Vorauf«. 
I n 

/?> D (Sau 10. ) oder D <F* 

Satz 21. 



>Z).-ff (S.15.Z.1.) n«SaU4*Zof.) 



!♦ Wenn 
i^=C : •olist >ir ; i?=C: Ä (SaU 7.) 

EiFz=:zE:D {S.\uZus.),ir^\E: P=zA:B (Voran«.) 

£:D=:zC:B (Vorauss. 
F=sD (Saug:). n.SaU4.Zii«.> 

j. Wenn 
A>C:Jjto ux A:By>C:B (Saus.) ^ 

E:^^C:B (Saui5.), weil E:Fz=zA:B (Vorattif.) 

C:B=E:D (Vorauss. 
/)> r (Sau 10.). n. Sau 4. Zus.) 

5. Wenn 
-'<^. .« .-.♦ CiB'p^A.'B (Sau 8.) 

O-^i* *® *** J5:;/>>^:5 (Saui5.), wcü E;D=zC:B (Voraoss. 

u. SaU 4. Zus.) 
> ^ . F(S. 1 5.Zus.u)wciW ; 2?=:^: F (Voraus«,) 
/><^ (Sau 10.). 

Satz 22. 

- 1. Wenn ' 
A:B'=J}:Ei aUo nA:mß=nD:mE\ ,« . . \ 

B : CzzzE: F (Voran««.) mB : rC=jnE : rFi ^^*** ^♦>* 

cl* h* nA, ntB, rC\ ordinatim, geordnet 

nZ), m£, rF) proportional: 
•0 sind luglcidi 

n^ j= ( rC, und nD < =V rF (SaU so.) 

dalier ^ : C=z D : F (Def. 5.) 
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t« W«na 

Af B, C, Df und E^ F, G, H ördinatim proportional: 

•o ist ^ : C = JE : G (nr. i.) 

uod C : D = G ; H (Yoraiiss«)» 

daher wieder ji^ : D = £ : H (nr. i.) 

u.s*w« S* SimsoBS Anmerkg» au Sati^tt« 

Zusätze. 

1, Wenn 
A:B=iC:Di und -^>A daher auch C>Z> (SatzG.).' 
so sind y^-j-J? : i?=C4-/> .* /> (Sau 18.) 

B : A'-B:=zD : C- D ( Säte 1 7. u. S. 4, Zui.)* 

folglich A+B : A^B=^C+D : C-^D (Säte «,)• 

Ebenso wenn A ^B, mithin C-^D (Satz G.)^ 
folgt aus B+A : B=D+C : D (Säte 18J 

und B : B-^A^D : />— C (Säte 17. Zns. i.)» 

J5+v^ : B-~A:=iD+ C ; JD—C (Säte «,). 

Wenn daher vier, zwei und zwei ungleiche, Grö*. 
aen proportional sind; so verhält sich auch die Summe 
der Glieder des ersten Verhältnisses zu ihrem Unter- 
schiede, wie die Summe der Glieder des zweiten Yer« 

hältnisses zu dem Unterschiede derselben. 

< 

2. Sind, die vier Gröfsen gleichartig; so verhält 
sich auch (Satz 16.) die Summe der Glieder des ersten 
Verhältnisses zur Summe der Glieder des zweiten, wie 
der Unterschied der Glieder des ersten zum Unterschied 
dcl* Glieder des zweiten. 

Vgl. Satz 19. Zus. 5. 

Satz 23., 
u Weil 

A : B=::.E : F 5 also n 4 : nB=:rnI^: mF (Sat» 1 5. Zus.) 

ß:C=JD:£ (Vonuss.^ nB imC:=inD i niE (Sat» 4.). 

d* h» nAj nB, mOsei-streat (perturbate) 

nD, mE, m/Oproportionalj 
so sind «ugleich 

nA <=: > mC, uUd nD <= [mF (Säte ai.) 

daher A:C=^DiF (Def. i5 ) 

j. Wenn y * 

A» B, C, D, und JF, F^ G, H (zerstreut perturbate) proportional sind : 
so ist A: C=jP: H Tnr. i.), weil nämlich AiB^GiH 
nn d C; Ih=S: /^ (Vo rauss.) B : Cz:^F: G (Votauss.) 

abo A:lh=iE:It (nr» i.) 

n» s. w. Siehe Simsons Anmerlg. su Säte aa* 
Die beiden Sätee ai» a3. gelten also auch von mehr als drei 
und drei GrÖlsen. 

10* 
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Satz N. (Abhdlg. 11. $, 3i.). 
Wenn AiB=D.E, ; A.B>DiE^ \^^^-S>DiS 

so ist A : Cr^D ', F. ^ ' 

1. Es s«ycn A:B=iD;E 

B: Cp^E'F'y also für gewisse », m^ 

nB^mC, aber Äßf^jw^» 

So ist Ai mC >A ; nB (Sat» 8.), weü mC^nB ' 

aber A:nB=z Di nE (Sate 4> nr.«,), weil AiBz=a>iE ( VoraussJ 

Also AimC^ D.nE (Säte iS Zus. i.) 

und D : n^.^ ]p : i/^P (Säte 7. oder 8.), weü «JP [=^|m/!' 

folglicb AimC^ D: mF (Säte i5. Zus. i- oder $.> — ) 

d, h» pA^q(^ mC), aber /»i^f'P'I^Cm/O föc gewisse ganze Zahlen 

Mithin pA::>(^Xm)C, pDry^(^><m)F (Säte 3.) 

daher A : C^D : F (DeC 7.) 
j. Wenn 

^•'^^£'S- so sind ^^^^^ ^'^ (Sate4. Zus.) 

«.ol,«. irw ^^^ CzA^FtM (nr, lO [NämUch 

nacbnr. i« folgt aus 

A:B=::D:E .,. D:E=zAB 

u nd B:C>£:F^ ^^^'^ *°* jE':i^<^:C 

AxC^D,F D:F^A:C 

Daher AiC^DiF (Säte FJ. 
Uaer auch eben so wie nr. i. / 

n^ > mÄ, /lD| pItoü: wegen -^ : Ä> /)^: ^ - 
also n^ : C> wÄ : C (Säte 8.) 

aber mB:C=mE:F (Säte 4.) wegen A : C=-E! F. 

Mithin nA.C^mExF (Säte i30 

aber iii£':/*| = |«Z):F cSate 7. 8.) wegen mE'^^f^nD. 

^«^««^ ^ nAiCy^ nD,F (Säte i3. Zus. 1. und 3.) 
woraus auf ähnliche Art, wie in nr. 1. gefolgert wird A.ODF 
3« Es seyen - . •^ • • 

;>«^>;,mÄ (Sau I. Zns. . .) ;,«2)j ;^ j;,,;^? (Sal«A. oderSazl, . 

mpBy^nujC mpd^-^nufF 

daher weil pmB=rmpB «eil »mF-^m^J?* 

(Sate/S. nr. 3. Säte s. Zus. , .) '^"^ pmE^p^ 

pnA:>mgC pnD\'^\mqF 

mithin AiCy^^DiF (Def. 7.), 



8 a t s O. (Abhdlg. II. §. 3l.). 

W«n ji:B=:JE:F; , AiB^JSzF-^ ^^ AiB^EiF-. 
B.C>D.i ^« BiC^DiE *^« Bid^DiE 
10 ist A i C^n : /a 

I. Ei scyen -^:ä = JS':-P 

i^ :€>/>:£*; also für gewiss« n» jnt» 

Ai?>mC aber n/)|^|iii£ 

so ist Uli?.' iiF|^|#i1>: nF (SaU jr.S.) weilmJEJ^ |fil> 
aber mA\nB z=. niEinF (Sata j^), irdiA:B=US:F (Yonioi.) 

Also mAi nB^\nD:nF (Sau ik iS*) 

HiB geg> mjj : mC^ mA l nB (Sat a 8J, weil mC'^nB. 

Daher m^:mC>>iiZ>:ii/^ (SauiS. >» weU ^:0=:m^:iiiq(Sata 

> />: F lS.il.Zus.i.\\rainD:nF=iD: JP) i5.Jt 
St Es seyen A\S^E\F\ also (DdP» 7*) für gewisae n, m, 

nA^mB^ aber iiJB|^|iiü?: 

i5:(3=:b:i? 

so ist fiA:nC^mB:nC (SaU 8«), weil nA^mB, 

aber fiü? : nC=mD : nJg (SaU 4.), wciU»: fcD;Ä (Voraiiss«). 

Mithin nA\nC^mD:nE (SaU i3. Zns« 1.) 

femer mD :n]^l^\mJ)imF (Sau 7. 8.), weil ä^^|iii/«' 

also ' nAinC '> mD:niF (SaU i3, Zos* i, 3.) 

A: C p^ mDimF (Sau i3.)t weU ^: Cb=iL^:nC)(SaU 

> D: /^(S.i3,Zus,n),weümD:iii/fe£): iO i5.) 
S» Es seyeQ 

A:B>E,Fi also für gewisse /i,«} nA^mB, aber ÄiE|^|mF 

So sind hingegen 

pnA^pmB (SaUi, Zas*iOi n/»D|^|ii^i? (SaUA. SaUi.ZttS.1.) 

nipB^nujC qnl^r^iimF 

well pmB=mpB weil wieder ME^nB 

(Sau 3« nr, 3,SaU s. Zus. 1«) 

pnA^tmiC npuT^qmF 

oAtxpnD\'^mqF (SaU 3» iir.3* S^ K 
folglich A : C^D : F (DÄn, 7.), "**** 

S a t z 24. 

I. Wenn AB: C=J)E:F 
nnd ^G: Cs=Eff:F 

so sind ^B : C=DE\ F ( Vorauss.) 

C:B€h=zF :Eff (Vorauss. u» SaU 4. Zus.) 

Aa:BG=sDE\EH (Sau ssj 
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lud wegen BG: C=zGff:^ (Voratiss») "^ 

^G : C=ffD : r (SaU j i. ) 
9* AUgemeiner: wenn 

A X C=D : F 
B : C=E : F 

•o sind A : C=:D : F (YoranssO 

C : g;=/^ ; JS . (VorauÄS. und Satz 4. Zus.) 

A : B=d^ : £ (S.22.): daher D>^ wenn A^S 

* , „ . (Sata <iJ. 

IblgHcIi ^4^ : Ä=:D+i?:JE^ (Sau 18. 17.) 

uod wegen J? ; fer^ : /g* (Voran».) 

^±^ : C=zD+JE:F (S,aOS.Sim«)MZHe.i, xuS.i4^ 

3. Wenn A : C=:D : /?• 

B : C=zE\ F 
G : C=H : F 

•o ist 1) >f-f j? : C=J)+F : /^ (Sau s4.) 
«nd nun s) ^4-^+G : G:=:D+£+H : F 

u. s» w^ S. Simsons Zus. s« sn Salz s4«. 

4. Auch A+B : iC=:D+£ : 2F ) 

A+B+G : 3C=£)+^+ir : 3/^( (Sau 4. nr» «.). 
, u. s» w. J 

Satz 25. 

1* Wenn vier „gleichartige" GröJsen proportional, „und so 
geordnet sind, dafs die erste gröiser als jede der zwei mittleren, 
folglich (Satz 14. und G«) die vierte die kleinste ist": so ist die 
Summe der äuisereu gröfser als die Summe der mittleren» 

a. Bew, Es seyen ABl CD=iE:F; 

und AB sowohl ^ ÖD, j^Wauch ^^^ <§^** ^'•>. W^""^ ^ 
als >£ ' '***''''^*"''^CZ>>F(Satzi4.)'diek!eiti5te^ 

Coxttta.AG=£, Also AB :CD=^G : CH (Vorauss. V, 7,11.) 
€H=:F =BG : BH (Satz 19) 

ÄG>I>-fir(SatzG.),weiL^J?> CZ> 

( Vorauss, > 
AG+F 7=E+CH (Ax. ,.) weil 

AG=£, F =zCH (Conslr.) 

AB+F > CD-^F (Ax* 40* 
3* Oder es seyen 
A : Ä=G : D, und ^>Ä also auch C>jD (Satz G, a.) 

>C .B>D (Satz 14.) 

So ist A : B^A'-C : B^D (Satz 19.) 

A-^Cp^B-'D (Satz G, a.), weil ^>B 
C-^Dz=zC-^D ■ 

A-^^Dy^B+C ) 

4* Anders* A-^-B : B=iC^D : D (Sau 1 7.) 

^— Ä >C-D (Sau i40> weil Ä>D 
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Zusätze. 

1. Sind hingegen vier Grdfsen ' arithmetisch pro« 
portional; so ist die Summe der änisem gleich der 
Summe der mittleren. ^ 

1. Nämlich wenn ^-^£=^7— E; so muis, wenn 
jtf=;B-f-F, auch C=:£-f-F seyn* Diesem nach ist so« 



"'t it^M+^i?"- 



9. Vier gleichartige Grolsen Können nicht zugleich 
geometrisch und arithmetisch proportional sejn* 

3. Sondern, wenn vier gleichartige Groben Ay£,C,D 
geometrisch proportional, und die erste A die grdfste 
ist: so ist die yierte D gröfser als die vierte anthme« 
tische Propoitionalgröfse E zu den nämlichen dreieo 
AfB)C^ 

Denn A+D'^B+C (Sat^ 25.) 

>A+E (Zus. 1.): daher D>E. 

Beisp. 34 : i6 = i5 : 10, 34 «^ 16 = i5 — 7« 

4« Sind drei Grörsen stetig geometrisch propor- 
tionirt: so ist Summd der äufseren grdüser als das Dop* 
pelte der mittleren (Satz 35.). 

5. Sind hingegen drei Gröfsen stetig arithmetisch 
proportional ; so ist die Summe der äufseren gleich dem 
Doppelteo der mittleren (Zus. i). 

0. Die mittlere geometrische Proportionslgröfse 
zwischen zwei gegebenen Gröfsen ist daner kleiner alt 
dio mittlere arithmetische Proportionslgröfse zwischen 
eben denselben Gröfsen. 

Nämlich wenn 

A : B:=B : C\ so\%l2B<Ä^C (Zus. 4.) 

A^G=:^G^C < 3G (Zus. 5.)} B<C. 

(Beispiel. 
24 : i2=ai3 : 6 (wenn34=m£; seist£=mx6; 

34=m5=m«x6, m»=r4, m=3) 
94 — i5=i5-^ 6. 
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p. 11« Z« i3 T* o« ftiifsn£u8«n statt auf&aseiu 

p» a4> Z. 10 T. vu — : B itatt ^ Ä ^ ~i Ä E ' 

m m ( 

p, «7. Z. 6 T» o. EGiFGz=z stau EG, FG=z 

p. 35- Z* 1 Y. u* <-^^ii- (5+I>+^H-J5+ «•«• r-. X 

it f!^ iC, 

p. So» Z. la T» n« diesen sutt dieser ^ *^ 

p. 57. Z, 16 ▼• o. die sweite B statt die zweite 

p. 58* Z» 9 T. Q« kletneren statt zweiten 

p. 60. Z. i5 y. u» -^+C:5+D «tatt A+C*B+D -_ ^ 

p. 64. sind unten die Pagina der Ciutionen yerwechsell ^^i «* V 

p. 75. Z, ]5 T» o. nur > »^^ ^^ -^ ^ 

p« 8S. Z. a6 T* o* Sit statt #f 

p. 87» Z. jg ▼. n. rX»C4-''^ »ta" rynCXrE 

p. 88. Z. 1 T. o. AiB^CxD statt >5:D 

p. 98» Z« is T. o« ist i^. £tt Lor, üeher*. aasznstreich^ 

p. lOK Z. as y. o* B. VII. statt B, VIII. 

p« loa* Z, 5 y* n* quando statt quanlo 

p* 108. Z. 10 y« o. Aoyav sutt Xo/ov V/^ 

Das, Z» s6 y* o* ngeote statt 7i(»or8 

P* 110, Z* 6 y« o« exhibentes, statt ex kibentes. 

Das« Z. 9 y« o, ;yat«t^ statt paut; < 

p» iit, Z. 19 y* o* Gröise i? statt Gröise 
p. 116. Z. 6 y. u, i5y3;>y54i, statt >"/54u ^ 
p* is4. Z» 7 y» n* lies «yier oder^ mehrere «gleiehartige'^ Z*- ^4 

p. is6 Z. 7 y. u» iiiÄ:nC|^}j»Ä : mD sutt mBimC fö ^*^' 
p. i3i. Letzte Zeile fies = C+D : {^ ; sutt C+D etc. '^ 
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